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Вибір дифракційної гратки для сенсора 
хвильового фронту на ефекті Талбота 

 
Проаналізовано визначення локальних нахилів 

оптичного хвильового фронту за 
самовідтвореним зображенням дифракційної 
гратки з декількома типами функції 
амплітудного пропускання (бінарні з різним 
фактором заповнення, косинусна). 
Обговорюються шляхи оптимального вибору 
дифракційної гратки для застосувань у сенсорі 
хвильового фронту. Теоретично та шляхом 
комп’ютерного моделювання показано, що при 
такому виборі слід брати до уваги кутовий 
спектр функції пропускання гратки. 
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wavefront sensor using Talbot effect 

 
Limitations of estimation of the local slope of the 

optical wavefront from the self-reproduced image of 
the gratings with various amplitude transparency 
functions (binary with various fill factors, cosine) 
are analyzed. The best choice of the grating profile 
for the wavefront sensing applications is discussed. 
It is demonstrated theoretically and by computer 
simulation, that this choice should be done with 
consideration of the angular spectrum of the 
grating. 
 
 
 
Key Words: wavefront sensor, Talbot effect, 
diffraction grating.  
 
1Taras Shevchenko National University of Kyiv, 
03680, Kyiv, Glushkova st., 4g 
е-mail: Andrey_Kovalenko@univ.kiev.ua 

 

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Анісімов І.О. 
 

Вступ 
Задача відновлення оптичного хвильового 

фронту виникає у багатьох розділах когерентної 
оптики. Звичайно з цією метою використовують 
сенсор Шека-Хартмана, який дозволяє визначити 
локальний нахил хвильового фронту у 
фрагментах вхідної апертури оптичної системи 
[1]. Альтернативний підхід до задачі аналізу фази 
заснований на явищі самовідтворення 
зображення дифракційної гратки, відомому як 
ефект Талбота [2-4]. Ідея полягає у тому, що 
самовідтворене зображення гратки при її 
освітленні когерентною хвилею із плавними 
абераціями описується полем локальних зміщень, 
що залежать від градієнту фази оптичної хвилі. 
Тоді вибіркові значення цих зміщень дозволяють 
визначити локальні нахили хвильового фронту і 
відновити його форму так, як це робиться при 
застосуванні сенсора Шека-Хартмана [1]. Для 
реалізації цієї ідеї важливо, щоб самовідтворене 
зображення зберігало свою початкову 
топологічну структуру, тобто складалось із 
зображень окремих елементів гратки. Природно 
допустити, що стійкість ефекту Талбота до 
аберації освітлюючого пучка залежить від 

профілю дифракційної гратки. Мета цієї роботи 
полягає у тому, щоб теоретично та шляхом 
комп’ютерного моделювання дослідити вплив 
форми елемента двовимірної гратки на структуру 
самовідтвореного зображення та визначити 
шляхи оптимізації параметрів граток для 
застосування у сенсорі хвильового фронту. 

 
Принцип роботи та особливості сенсора 
хвильового фронту на ефекті Талбота  
Нехай гратка, що являє собою двовимірний 

періодичний амплітудний екран з функцією 
пропускання ),( yxτ  та періодом d , освітлюється 
когерентним точковим джерелом світла, 
розташованим у точці Rzyx −=== 0,0,0 . Якщо 
знехтувати впливом апертури, то функція 
пропускання може бути представлена рядом 
Фур’є, а амплітуда світла, пропущеного екраном 
у площині 0=z  виражається як: 
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де ),,( zyxusph  - параболічна апроксимація 
комплексної амплітуди сферичної хвилі:  
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Відповідно, амплітуда у площині зображення 
визначається інтегралом Френеля: 
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Підставляючи (1), (2), у (3), після 
елементарних перетворень отримаємо: 
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Тепер розглянемо площину lZz = , де 
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У цій площині останній доданок у аргументі 
експоненти (4) стає кратним π2 . Тоді: 
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Інтенсивність зображення, що реєструється у цій 
площині, виражається як: 
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Легко помітити, що розподіл інтенсивності (7) 
утворює зображення дифракційної гратки, 
масштабоване з параметром ( ) 1−+= RRZs l . 
Параметр масштабування залежить від кривизни 
падаючого хвильового фронту: якщо ∞→R , то 

1→s , тобто спостерігається класичний ефект 
Талбота. Будемо називати величину Tz  (5) 

відстанню Талбота, а площину lZz =  - l-тою 
площиною Талбота . 

Тепер нехай точка ),( pp yx  є центром 
елементарної комірки гратки. Ми приймаємо, що 
комірка має максимальне пропускання у 
центральній області. Тоді зображення комірки у 
площині Талбота утворює яскраву пляму з 
координатами ),( pp sysx . Зсув зображення 
відносно позиції, що відповідає освітленню 
плоскою хвилею, складе: 
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Локальні нахили yx αα ,  хвильового фронту 
сферичної хвилі (2) у точці ),( pp yx  площини 
об’єкту виражаються через зсуви відповідних 
зображень як: 
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Відповідно до (5) відстань між об’єктною 
площиною та самовідтвореним зображенням 
залежить від кривизни падаючої хвилі. Зсув 
«істинної» площини Талбота відносно площини 

Tzz =  буде малим, якщо радіус кривизни хвилі 
набагато перевищує відстань Талбота: 

Rzzz
R
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При детектуванні хвильового фронту його 
форма, очевидно, не відома, а зображення 
реєструється у незміщеній площині Талбота 

Tzz = . Будь-яка аберація хвильового фронту 
порушує умову фазового синхронізму компонент 
кутового спектру зображення. Зокрема, у 
випадку сферичної хвилі отримаємо замість (7) 
наступний розподіл комплексної амплітуди 
зображення: 

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
π⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅

+
π≈ ∑ R

mnz
j

d
mynx

Rz
R

jazyxuzyxu T

mn T
mnTsphT

22

,
, 2exp2exp),,(),,(                         (11) 

 

230



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2014, 1 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 
 
Для збереження ефекту самовідтворення 
необхідно, щоб фаза ( ) 1222 −+π RmnzT  приймала 
значення у межах інтервалу )4/;4/( ππ−  для всіх 
значущих членів ряду (11). Це означає, що 
коефіцієнти ряду Фур’є, що визначає 
пропускання гратки, mna ,  мають бути малими у 
порівнянні з 1,1a  для всіх 1, >mn . Тут ми 
приймаємо, що радіус кривизни хвильового 
фронту R  є величиною порядку Tz10 , або 
більше. 

 
Комп’ютерне моделювання 

Вплив профілю функції амплітудного 
пропускання гратки на роботу сенсора 
хвильового фронту досліджувався у 
комп’ютерному експерименті. Експеримент 
складався із таких послідовних кроків: (I) 
ініціалізація хвильового фронту; (II) розрахунок 

інтенсивності зображення у площині Tzz = ; (III) 
визначення нахилів хвильового фронту за 
зображенням; (IV) відновлення хвильового 
фронту за локальними нахилами; (V) порівняння 
відновленого хвильового фронту із початково 
ініціалізованим.  

Амплітудне пропускання гратки вибиралось 
у вигляді: 

∑
−
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де ),( yxt - пропускання елементарної комірки 
гратки, M  - кількість рядків і стовпчиків, що 
утворюють гратку. Розглядалось три типи 
елементарних комірок з такими функціями 
пропускання:  
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Перші дві утворюють бінарні екрани із 
квадратними отворами, що мають довжину 
сторони 2/db =  та 5/db =  відповідно, третя є 
гладкою і являє собою добуток піднятих 
косинусів. Моделювання проводилось для таких 
значень параметрів гратки: 21=M , мкм 200=d . 
Довжина хвилі світла λ  приймалась рівною 

мкм 63.0 . Таким параметрам відповідає відстань 
Талбота: см 7.12=Tz .  

Кривизна хвильового фронту є 
характеристикою, критичною для роботи 
сенсора. Тому у цій роботі ми обмежились 
дослідженням детектування сферичних 
хвильових фронтів. 

Відповідно до (9), зміщення елементарних 
зображень pp yx ΔΔ ,  містять початкові дані для 
відновлення хвильового фронту. Чисельні 
значення зміщень обчислювались як центроїди 
зображень елементарних комірок:  

∫ ∫

∫ ∫
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де ),( yxi  - нормована інтенсивність у площині 
зображення: 

∫ ∫
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Відновлення хвильового фронту 
здійснювалось за методом найменших квадратів. 
Помилка відновлення визначалась як:  

22 ~ϕΔ−ϕΔ=σ ϕΔ ,                          (16) 

ϕ−ϕ=ϕΔ

ϕ−ϕ=ϕΔ
~),(~),(~

,),(),(

yxyx

yxyx
                (17) 

де ),(~ yxϕ  - відновлений хвильовий фронт, кутові 
дужки позначають усереднення по апертурі.  

Залежність помилки відновлення 2
ϕΔσ  від 

нормованої кривизни вхідного хвильового 
фронту 1−RzT  наведено на Рис. 1. Як і слід було 
очікувати, застосування бінарної гратки з 
довжиною сторони отвору 2/db =  забезпечує 
краще відновлення, ніж гратки, утвореної 
малими отворами. Сенсор із "косинусною" 
граткою переважає за точністю сенсор із 
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бінарною граткою. Це пояснюється різницею у 
відносних значеннях Фур’є-коефіцієнтів цих 
граток. Косинусна гратка має найвужчий кутовий 
спектр, можливий для даного періоду d : 0, =mna  
для всіх 1, >mn . У випадку бінарної маски 
відношення 1,1a  до наступного за величиною 

коефіцієнта складає 3/ 3,11,1 =aa  для гратки з 

2/db = , і 24.1/ 2,11,1 ≈aa  для гратки з 5/db = . 
Таким чином, умова згасання коефіцієнтів 
виконується набагато краще, а зображення 
окремої комірки зазнає менших спотворень у 
випадку 2/db =  (Рис.2). Точність відновлення 
хвильового фронту залежить від 
взаємоузгодженості співвідношень (9) та (14). 
Щоб помилка 2

ϕΔσ  була малою, нахили 
хвильового фронту мають виражатись через 
центроїди зображень елементарних комірок (14) 
за допомогою співвідношення (9). Це 
виконується, якщо зміщене зображення 
елементарної комірки зберігає свою форму 
відносно незмінною.  

 
Рис.1. Залежність помилки відновлення 
хвильового фронту від його нормованої кривизни 
для різних типів граток у сенсорі. Криві 1, 2 
відповідають граткам із квадратними отворами з 
довжиною сторони, рівною 1/5 та 1/2 періоду 
гратки, відповідно; крива 3 - пропускання, що 
описується піднятим косинусом.  

 

 

  
а) б) в) 

 
Рис.2. Фрагменти зображень, отриманих у площині Tzz = , при освітленні гратки сферичною хвилею 
з радіусом кривизни TzR 04.0= . (a, б) - гратки із квадратними отворами, довжина сторони отвору - 
1/5 та 1/2 періоду, відповідно; (в) - косинусна гратка. 
 

Висновки 
Теоретично та шляхом комп’ютерного 

моделювання показано, що кутовий спектр 
дифракційної гратки має критичне значення для 
її використання у сенсорі хвильового фронту на 

ефекті Талбота. Для цього типу застосувань 
оптимальними є гратки із плавною зміною 
амплітудного пропускання, що добре 
апроксимується функцією піднятого косинусу. 
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