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Про кiлькiсть допустимих
послiдовностей нерозкладних
напiвланцюгових кiлець з нетеровою
дiагоналлю.

У роботi вивчаються властивостi допу-
стимих послiдовностей нерозкладних напiв-
ланцюгових кiлець з нетеровою дiагоналлю та
нiльпотентним первинним радiкалом. Зокре-
ма, отримано формули для знаходження
кiлькостi таких послiдовностей для випадкiв
c1 ∈ {1, 2, 3}, де c1 – перший елемент допусти-
мої послiдовностi.
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1 Вступ.

У роботi вивчаються комбiнаторнi властивостi
допустимих послiдовностей, знайдено звя’зки з
числами Каталана, а також алгебраїчне засто-
сування таких послiдовностей. Крiм того, отри-
мано формули для обчислення кiлькостi допу-
стимих послiдовностей у випадках c1 = 1, c1 =
2 або c1 = 3.

Допустимi послiдовностi виникають при ви-
вченнi рядiв Купiша напiвланцюгових кiлець
див. [1]. Такi послiдовностi задовольняють де-
яким природнiм обмеженням, якi дозволяють
обчислювати їх кiлькiсть. За допомогою допу-
стимих послiдовностей у роботi проводиться
класифiкацiя нерозкладних напiвланцюгових
кiлець з нетеровою дiагоналлю та нiльпотен-
тним первинним радiкалом.

Вiдповiдно до роботи [1] нагадаємо означе-
ння допустимої послiдовностi.

Нехай A напiвланцюгове кiльце, e1, . . . , en

– множина базисних примiтивних iдемпотен-
тiв, J = J(A) – радiкал Джекобсона кiльця
A. Перелiк нерозкладних проективних модулiв
Ae1, . . . , Aen називається рядом Купiша кiльця
A. Якщо Je1 6= 0 та ci = c(Aei), де ci – довжина
вiдповiдного модуля, тодi

Jei ≡ Aei−1/Jei−1ei−1 (i = 2, . . . , n),

Je1 ≡ Aen/Je1−1en.

Звiдки, маємо

2 ≤ ci ≤ ci−1 + 1, i = 2, . . . , n, c1 ≤ cn + 1. (1)

Будь-яка послiдовнiсть, яка задовольняє таким
нерiвностям називається допустимою послiдов-
нiстю.

Хейнс та Вiк у роботi [3] встановили, що
кiлькiсть допустимих послiдовностей для не-
розкладного базисного напiвланцюгового кiль-
ця з простим проективним модулем i n попар-
но неiзоморфними нерозкладними проективни-
ми модулями (n ≥ 1) є (n − 1)-м числом Ката-
лана.

Швиров В.В. у роботi [5] наводить подальшi
застосування чисел Каталана у теорiї напiвлан-
цюгових кiлець.
Твердження ([5]). Число класiв еквiвален-
тних у розумiннi Морiти нерозкладних напiв-
ланцюгових кiлець iз сагайдаком

1 2 n− 1 n
• −→ • −→ . . . • −→ •
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та iзоморфними тiлами ендоморфiзмiв про-
стих A-модулiв, дорiвнює Cn−1.

Означення допустимої послiдовностi мо-
жна записати у еквiвалентнiй формi насту-
пним чином. Нехай c1, . . . , cn – допустима по-
слiдовнiсть. Запишемо її у зворотньому поряд-
ку cn, cn−1, . . . , c1 та визначимо послiдовнiсть
p1, . . . , pn, де p1 = cn, p2 = c2, . . . , pn = c1.

За цих позначень, нерiвностi (1) можуть бу-
ти записанi у виглядi:

2 ≤ pi ≤ pi+1 + 1, i = 1, . . . , n− 1,

pn ≤ p1 + 1. (2)

Послiдовностi, якi записанi в такiй формi бу-
демо називати зворотними допустимими послi-
довнiстями.

Такi нерiвностi природнiм чином з’являю-
ться у роботi Губаренi Н.М., Кириченка В.В.
[2]. Нагадаємо деякi означення з цiєї роботи.

Означення 1.1. ([2]). Нехай A – напiвланцюго-
ве кiльце з нетеровою дiагоналлю та нiльпотен-
тним первинним радiкалом. Первинним рядом
A-модуля M є

M ⊃ ML ⊃ · · · ⊃ MLk−1 ⊃ MLk = 0,

де L – первинний радикал. Мiнiмальне число
k, таке, що MLk = 0, називається довжиною
первинного ряду, будемо позначати його через
pl(M).

Нехай 1 = f1 + . . . + fn розклад 1 ∈ A у
суму iдемпотентiв, що вiдповiдають вершинам
первинного сагайдаку PQ(A). Будемо познача-
ти pli = pl(fiA) для i = 1, . . . , n.

Теорема 1. ([2]) Нехай A – напiвланцюгове
нерозкладне кiльце з нетеровою дiагоналлю i
нiльпотентним первинним радикалом L.
(a) якщо первинний сагайдак A є ланцюгом:
{

1 2 n− 1 n
• −→ • −→ . . . −→ • −→ •

}
,

тодi 2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1 для i = 1, . . . , n − 1 i
pln = 1.
(b) якщо первинний сагайдак A є циклом:
{

1 2 n− 1 n 1
• → • → . . . → • → • → •

}
,

тодi 2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1 для i = 1, . . . , n − 1, i
2 ≤ pln ≤ pl1 + 1.

Така нумерацiя нерозкладних проективних
A-модулiв для напiвланцюгових артiнових кi-
лець вперше розглядалася Купiшем [4]. Послi-
довнiсть f1A, . . . , fnA, впорядкована таким чи-
ном i для якої справедливi умови теореми, нази-
вається узагальненим рядом Купiша напiвлан-
цюгового кiльця. У випадку (a) вiн є єдиним, у
випадку (b), ряд є єдиним з точнiстю до циклi-
чної переставки.

Вважаючи два кiльця еквiвалентними,
якщо вони мають однаковi узагальненi ряди
Купiша (див. [2]), у роботi [6] доведено насту-
пний результат:
Твердження ([6]). Кiлькiсть класiв еквiвален-
тностi нерозкладних напiвланцюгових кiлець з
нетеровою дiагоналлю та нiльпотентним пер-
винним радикалом, первинний сагайдак яких є
ланцюгом довжини n, є (n − 1)-м числом Ка-
талана.

Цей результат вiдповiдає випадку c1 = 1
(pn = 1, пункт а) теореми 1). Якщо первин-
ний сагайдак кiльця A є циклом, тобто c1 ≥ 2
(pn ≥ 2), то ситуацiя є бiльш складною. Про-
те, у випадках c1 = 2 та c1 = 3 (вiдповiдно
pn = 2, pn = 3), вдалося отримати формулу для
обчислення кiклькостi допустимих послiдовно-
стей.

2 Числа Каталана та допустимi послi-
довностi.

Числа Каталана утворюють послiдовнiсть на-
туральних чисел, яка з’являється в рiзних ком-
бiнаторних задачах. n-те число Каталана Cn

можна обчислити за формулою:

Cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
, n ≥ 0.

Першi числа Каталана для n = 0, 1, 2, . . .
це: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, . . . .
У вiдомiй монографiї Р. Стенлея [8] наводиться
бiля 70 рiзних застосувань чисел Каталана.

При дослiдженнi числових послiдовностей
зручно використовувати “Онлайн енциклопе-
дiю цiлих послiдовностей” або OEIS (див. [7]).
Цей ресурс мiстить велику кiлькiсть послi-
довностей, якi нумеруються посиланнями виду
Annnnnn. Наприклад, послiдовнiсть чисел Ка-
талана має посилання виду A000108 у OEIS.

Позначимо через T (n, k) – кiлькiсть допу-
стимих послiдовностей довжини n, для яких
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c1 = k. Нехай k ∈ {1, 2, 3}, за цих умов, якщо
ai = x, то наступний елемент ai+1, може при-
ймати значення з множини {2, . . . , x, x + 1},
i = 2, . . . , n.

Кожному числу T (n, k) поставимо у вiдпо-
вiднiсть кореневе планарне дерево Tn,k з коре-
нем k, яке має n поколiнь. За побудовою, ко-
жен вузол ci = x цього дерева буде мати рiв-
но x + 1 нащадкiв, якi будуть приймати зна-
чення 2, . . . , x + 1 вiдповiдно. На рис. 1,2 на-
ведено приклади дерев T4,1 та T4,2, вiдповiдно.
Якщо n < 10 для скорочування можна запи-
сати допустимi послiдовностi як: c1c2 . . . cn за-
мiсть c1, c2, . . . , cn. У таких позначеннях, дере-
во на рис. 1. визначає наступнi допустимi послi-

довностi:
1222, 1223, 1232, 1233, 1234.
Дерево T4,2 визначає допустимi послiдовно-

стi:
2222, 2223, 2232, 2233, 2234, 2322, 2323,

2332, 2333, 2334, 2342, 2343, 2344, 2345.

Рис. 1. Дерево T4,1.
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Рис. 2. Дерево T4,2.

Якщо c1 > 3, то, зважаючи на нерiвнiсть
c1 ≤ cn + 1, маємо cn ≥ c1 − 1, або cn ≥ 3

Наступне твердження доведено у роботi [6],
твердження 2 та 3 встановлюють подальшi вла-
стивостi чисел Tn,k.

Твердження 1. (див. [6]) T (n, 1) = Cn−1.

Твердження 2. T (n, 2) = Cn.

Доведення. Нехай Tn,1, Tn,2 – дерева побудова-
нi за числами T (n, 1), T (n, 2), вiдповiдно. Легко
бачити, що дерево Tn,2 може бути утворене iз
дерева Tn,1 сдвигом його вгору та добудовою ще
одного поколiння.

Дiйсно, нехай c1, c2, . . . , cn+1 – довiльна
допустима послiдовнiсть довжини n + 1, для
якої c1 = 1. За визначенням допустимої послi-
довностi, c2 задовольняє нерiвностi:

2 ≤ c2 ≤ c1 + 1,

отже c2 = 2. Це означає, що кожнiй допустимiй
послiдовностi довжини n+1 та c1 = 1, вiдповiд-
ає допустима послiдовнiсть довжини n, для якої
c1 = 2. Звiдси, за твердженням 1, T (n, 2) = Cn.

За визначенням допустимих послiдовно-
стей, маємо деякi властивостi чисел T (n, k). А

саме, для будь-якого k ∈ N , T (1, k) = 1; для
k ≥ 3, T (2, k) = 3.

Твердження 3. T (n, 3) = Cn+1 − Cn.

Доведення. Потрiбно знайти кiлькiсть усiх
допустимих послiдовностей виду c1, c2, . . . , cn

довжини n, для яких c1 = 3.
Нехай d = c1, c2, . . . , cn+1 – довiльна допу-

стима послiдовнiсть довжини n + 1, для якої
c1 = 2. За визначенням допустимої послiдовно-
стi, c2 задовольняє нерiвностi: 2 ≤ c2 ≤ c1 + 1,
отже, c2 = 2 або c2 = 3. За твердженням 2, за-
гальна кiлькiсть таких послiдовностей буде до-
рiвнювати T (n + 1, 2) = Cn+1.

Кожнiй послiдовностi виду d довжини n+1
зiставимо послiдовнiсть c2, . . . , cn+1 довжини n,
яку отримано вiдкиданням першого члену c1.
Пiсля цього, отримаємо набiр послiдовностей,
у якому деякi мають перший член 2, а деякi
перший член 3. Знову, за твердженням 2, кiль-
кiсть допустимих послiдовностей T (n, 2) дорiв-
нює Cn. Отже, iз числа Cn+1 потрiбно вiдняти
кiлькiсть усiх послiдовностей перший член яких
дорiвнює двом. Звiдси,

T (n, 3) = Cn+1 − Cn.
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Означення 2.1. Запишемо числа T (n, k) у ви-
глядi нескiнченної матрицi T (див. таблиця
1.), яку будемо називати матрицею Каталана.
Елементи цiєї матрицi tij = T (n, k).

T (1, 1) T (1, 2) T (1, 3) . . .
T (2, 1) T (2, 2) T (2, 3) . . .
T (3, 1) T (3, 2) T (3, 3) . . .

...
...

...
...

T (n, 1) T (n, 2) T (n, 3) . . .
...

...
...

. . .

Таблиця 1.

Перший стовпчик матрицi Каталана мi-
стить послiдовнiсть чисел Каталана (див. табл.
2), якiй вiдповiдає послiдовнiсть A000108 у
OEIS. Другий стовчик мiстить послiдовнисть
чисел Каталана, але зi змiщенням. Числа
у третьому стовпцi утворюють послiдовнiсть
A000245 у OEIS, яка має багато застосувань у
комбiнаторицi.

1 1 1 . . .
1 2 3 . . .
2 5 9 . . .
5 14 28 . . .
...

...
...

...
Cn−1 Cn Cn+1 − Cn . . .
...

...
...

. . .

Таблиця 2.

Зауважимо, що першi три стовпця матрицi
Каталана збiгаються з дiагональними рядками
у трикутнику Каталана, вiн може бути записа-
ний у наступному виглядi (див. рис. 3).

1
1 1

2 2 1
5 5 3 1

14 14 9 4 1

Рис. 3. Трикутник Каталана.

Взагалi, для чисел T (n, k), де k > 3 ситу-
ацiя є бiльш складною. За визначенням допу-
стимої послiдовностi cn ≥ c1 +1, отже, потрiбно
вже розглядати декiлька випадкiв.

3 Застосування допустимих послiдовно-
стей.

Зважаючи на теорему 1, введемо наступну кла-
сифiкацiю напiвланцюгових кiлець.

Означення 3.1. Нехай A,B – напiвланцюго-
вi нерозкладнi кiльця з нетеровою дiагоналлю
i нiльпотентним первинним радикалом. sA =
pl1, . . . , pln та sB = pl1, . . . , plm – вiдповiднi
допустимi послiдовностi кiлець A i B. Будемо
говорити, що кiльце A еквiвалентно за Купiшем
кiльцю B, якщо n = m та sA = sB, а саму еквi-
валентнiсть називати еквiвалентнiстю Купiша.

Наступна теорема встановлює кiлькiсть
класiв за еквiвалентнiстю Купiша у випадках
pn = 1, pn = 2 та pn = 3. Цей результат дозво-
ляє класифiкувати згаданi вище напiвланцюго-
вi кiльця за їх допустимими послiдовностями.

Теорема 2. Кiлькiсть класiв за еквiвален-
тнiстю Купiша, нерозкладних напiвланцюго-
вих кiлець з нетеровою дiагоналлю, нiльпотен-
тним первинним радiкалом, первинний сагай-
дак яких має n вершин дорiвнює:

a) Cn−1, якщо pn = 1;

b) Cn, якщо pn = 2;

c) 3n
n+2Cn, якщо pn = 3,

де p1, . . . , pn – допустима послiдовнiсть, що ви-
значає еквiвалентнiсть.

Доведення. Для доведення теореми достатньо
скористатися твердженнями 1,2 та 3. Дiйсно, за
теоремою 1, для напiвланцюгового кiльця з не-
теровою дiагоналлю, нiльпотентним первинним
радiкалом, первинний сагайдак якого є ланцю-
гом довжини n, мають мiсце нерiвностi:

2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1,

для i = 1, . . . , n− 1 i pln = 1.
Кожнiй допустимiй послiдовностi p1, . . . , pn

зiставимо зворотню допустиму послiдовнiсть
c1, . . . , cn. За твердженням 1, кiлькiсть допусти-
мих послiдовностей для яких c1 = 1 дорiвнює
Cn−1.

Якщо первинний сагайдак є циклом, тодi
2 ≤ pli ≤ pli+1 + 1 для i = 1, . . . , n − 1, i
2 ≤ pln ≤ pl1 + 1. Розглянемо випадок, коли
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pn = 2. За твердженням 2, кiлькiсть допусти-
мих послiдовностей T (n, 2) дорiвнює Cn.

У випадку pn = 3, за твердженням 3, кiль-
кiсть допустимих послiдовностей T (n, 3) дорiв-
нює Cn+1 − Cn. Звiдси, маємо:

T (n, 3) = Cn+1 − Cn =

=
(2(n + 1))!

(n + 1)!(n + 2)!
− (2n)!

n!(n + 1)!
=

=
(2n + 2))!− (2n)!(n + 1)(n + 2)

(n + 1)!(n + 2)!
=

=
(2n)!3n(n + 1)
(n + 1)!(n + 2)!

=

=
(2n)!3n

n!(n + 1)!(n + 2)
=

3n

n + 2
Cn.

Приклад. Безпосередьо за визначенням допу-
стимої послiдовностi застосовуючи VBA-
макрос обчислено усi допустимi послiдовностi
для значень T (1, 3), T (2, 3), T (3, 3), T (4, 3).

Таблиця 3. Допустимi послiдовностi для k = 3.
k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
3 34 345 3456

33 344 3455
32 343 3454

342 3453
334 3452
333 3445
332 3444
323 3443
322 3442

3434
3433
3432
3423
3422
3345
3344
3343
3342
3334
3333
3332
3323
3322
3234
3233
3232
3223
3222

T(1,3)=1 T(2,3)=3 T(3,3)=9 T(4,3)=28
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