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В роботі обґрунтовано формулу наближеного оптимального керування в формі оберненого 

зв’язку (синтезу) в задачі оптимального керування розв’язками параболічного рівняння зі 
швидкоосцилюючими коефiцiєнтами, що зазнають імпульсного керованого збурення в фіксований 
момент часу. 

Ключові слова:  оптимальне керування, наближений синтез, імпульсне збурення. 
 

One of the most important problem optimal control theory of distributed parameter systems is to obtain 
synthesis - optimal control in a feedback form. Wide class of both distributed and lumped control systems 
without constraints  was explored in the earliest works. In the case when operator have quickly-oscillating 
coefficients is necessary to justify approximate formula for average synthesis,  In this paper, optimal control 
function which has been expressed in a feedback form is found for the parabolic equations with quickly-
oscillating coefficients and controlled impulsive perturbation at a fixed time. The exact formula for the 
synthesis was found and its approximate form that lies in substitution of quickly-oscillating parameters with 
averaged and infinite sum with finite was justified. We use Pontryagin's maximum principle, average theory. 

Key Words: optimal control, approximate synthesis, impulsive perturbation. 

 
Статтю представив академік НАН України Перестюк М.О.  

Вступ. 
Однiєю з важливих задач теорiї оптимального 

керування розподiленими системами є побудова 
синтезу, тобто оптимального керування в формi 
оберненого зв’язку [1], [2]. Для широкого класу 
задач як з розподiленим [2], так i з зосередженим 
керуванням [3] без обмежень вдається одержати 
замкнену форму оптимального синтезу, 
параметри якої виражаються через власнi функцiї 
та числа вiдповiдного диференцiального 
оператора. У випадку наявностi у цьому 
операторi швидкоосциллюючих коефіцієнтів 

актуальною є задача обгрунтування формули 
наближеного усередненого синтезу [4], [5]. В 
даннiй роботi з цiєї точки зору розглянута 
параболiчна задача з розподiленим керуванням в 
правiй частинi та з iмпульсною керованою дiєю 
[6]. На основi знайденої формули точного 
синтезу запропоновано та обґрунтовано 
процедуру побудови наближеного усередненого 
синтезу, яка полягає в замiнi в формулi точного 
розв’язку всiх швидкоосцилюючих параметрiв на 
усередненi, а всiх нескiнчених сум на скiнченi. 
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Постановка  задачi. 
Нехай nR  - обмежена область, )1,0(  - 

малий параметр, ,),0(  TQ  ),0( T  - 
фіксований момент імпульсного збурення, 

,1a ,Rb ,0c 0d -фіксовані. Керований 
процес },,{ wuy  описується задачею 
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iX  i  - розв’язки спектральної 

задачі 
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В роботі доводиться, що задача (1)-(3) має 
єдиний розв’язок },,{  wuy  в класі 

     ,,0 22  LLTW де  TW ,0 - це клас 
функцій    1

0
2 ;,0 HTLy , таких що їх 

звуження на  ,0  та  T,  мають узагальнені 
похідні по t  з класів   12 ;,0 HL   та 

  12 ;, HTL   відповідно. Зокрема, кожна 
функція з класу  TW ,0  є неперервною на 
  }{\,0 T  в нормі простору  2L  і будемо 
вважати, що в точці t  вона є неперервною 
зліва. 

За допомогою принципу максимуму 
Понтрягіна [6] встановлюється програмний 

вигляд   wu , , що при відсутності обмежень на 
керування дозволяє визначити формулу синтезу  
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де      ii t ,  - відомі параметри, що залежать 
від  i . 

Основною метою роботи є обґрунтування того 
факту, що формули 
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де всі параметри замінені на усереднені, 
реалізують наближений синтез в задачі (1)-(3), 
тобто 0  

  ])[],[,(),,( 00
NNNNN ywyuyJwuyJ  

для достатньо великих 1N  і достатньо малих 
,0  де 

Ny  - розв’язок задачі (1)-(2) з 
керуванням 00 , NN wu . 

Основні результати. 
Шукаємо розв’язок (1)-(3) у вигляді 
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Тоді маємо злічену систему одномірних 
імпульсних задач оптимального керування: 
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де  
iii Xyy ,0  . Використовуючи принцип 

максимуму Понтрягіна [6], одержуємо, що задача 
(10) має єдиний розв’язок, програмна форма 
якого визначається формулами 
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Тоді підставляючи (11), (12) в (10) і 
вилучаючи 0

iy , одержуємо керування в формі 
оберненого зв’язку 
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Зауважимо, що з останньої формули функції 
 i  рівномірно обмежені в сукупності на  T,0 : 
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Таким чином, синтез в задачі (1)-(3) 
визначається формулами (6), (7), де  i  
визначається з (15), 
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Переходимо до побудови наближеного 
усередненого синтезу. Нехай постійна матриця 

0a  є усередненою для ,
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Тоді для довільних 1i справедливі граничні 
рівності [7] 
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то імпульсна задача (21), (22) має єдиний 
розв’язок  xtyy N ,  в класі  TW ,0 . 

Основним результатом роботи є теорема 
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Імпульсна задача (26), (27) в класі  TW ,0  
має єдиний розв’язок ),( xtz  , причому для м.в. 

  }{\,0 Tt  справедлива оцінка 
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Враховуючи оцінку (29) одержуємо 
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Звідси маємо, що послідовність  z  
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міркуванням по підпослідовності z збігається до 
деякої функції  TWz , на  T,  в сенсі (31), 
причому z - розв’язок задачі (26) на  T,  при 

0 , причому при 0  в силу (36) zz  в 
  2];,[ LTС  . 

Отже,  TWz ,0  - розв’язок задачі (26), (27) 
при 0 , мають місце збіжності 

zz  в  QL2  і м.с. в Q , 
zz   слабо в   1

0
2 ;,0 НTL ,       (40) 

0  zz  в 
     )(;,)(;, 22  LTCLC   

і оскільки задача (26), (27) має єдиний розв’язок, 
то збіжність в (40) іде по всій послідовності. Тоді 
маємо, що 0   1,01   таке, що  1,0    

           
3

,,,,,,,,,, 0000 
  zxwzxtuzJzxwzxtuzJ . 

(41) 
Тепер покажемо, що 0 12 N  

 1,02   такі, що 2NN    2,0    
     
      .

3
,,,,,

,,,,,
00

00













zxwzxtuzJ

yxwyxtuyJ NNNNN     (42) 

Оскільки 
Ny (аналогічно до z ) задовольняє 

(39),  
NN yxtu ,,0  задовольняє (23), 0

Nw  
задовольняє (24), то існує константа 01 С : 

      
      

       

      .,,

,,

,,,,,,
,,,,,,

00

2
1

0

200
1

00

00














ztwytw

dtztuytuTzTyC

zxwxtzxtuzJ
yxwxtyxtuyJ

NN

T

NNN

NNNNN





























(43) 
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З рівності Парсеваля, одержимо  
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де z - розв’язок задачі (26), (27) при 0 . 
З (44) маємо оцінки для м.в.   }{\,0 Tt : 
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Таким чином, з (45)-(50) виводимо існування 
такої константи, 02 С що для всіх  Tt ,0  
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Зі збіжностей (40) маємо, що другий і третій 

доданок в (51) не залежать від N і прямують до 
нуля при 0 . 

Для всіх  Tt ,0  в силу нерівності Бесселя 
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Отже, за теоремою Лебега перший доданок в (51) 
прямує до 0 при N . Звідси одержуємо (42). 

Залишилось показати, що 0  існує 
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При цьому аналогічно до попередніх 
міркувань з теореми Лебега в   ,02L  
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      Ti
ii ey

c
a

tuit
 

 0
21

1,0 . (57) 

Оскільки 00 yy   слабо в  2L , 0AA
G
 , 

то з [9] одержуємо в  2L  
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В силу (18)    0
0

0
0

0 ,, iiii XyyXyy    для 
всіх 1i , отже  

1i Ti
i

Ti
i eyey

000    , 0 .  (60) 
Тоді оскільки  ,0t  

         ,
1

,
20

2

42

1
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i
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a
XXtyt

 







(61) 
то остання нерівність разом з (55) означає 

виконання (53). Тоді в силу 0AA
G
  з [9] 

одержуємо, що zy  - розв’язок задачі (26) на 
 ,0  при 0 , збіжність y до z  на  ,0  в 
сенсі (31) іде по всій послідовності і 
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zy  в   )(;, 2 LC   0 .    (62) 
 З (62) зокрема одержуємо, що 

      zy   в  2L .             (63) 
Покажемо, що  
        zxwyxwxw ,, 0  в  2L .   (64) 

Враховуючи (63), для всіх 1M  маємо в  2L  

         



M

i
iii

M

i
iii XXzXXy

1

000

1
,,   .                      

(65) 

Тоді з (61) при t  одержуємо збіжність 
(64). 

Далі, розглядаючи задачу (26) на  T,  з 
сильно збіжними початковими даними 
     xbwya   1 , можемо застосувати 
попередні міркування і одержати, що для всіх 

0    
zy  в   )(;, 2  LTC  , 0  

Тоді має місце (52) і теорема доведена.
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