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Стаття присвячена пошуку оптимальної стратегії встановлення відповідностей між об’єктами 

дискретних множин. Здійснено ймовірносну постановку проблеми, запропоновано рекурентну 

формулу обчислення ймовірності для стратегії простого перебору, створена програмна реалізація 

та сформульована гіпотеза про оптимальну стратегію пошуку. Під стратегією простого перебору 

мається на увазі будь-яка зі стратегій, які еквівалентні до тривіальної стратегії простого 

перебору, тобто, стратегії, які мають такий же граф на класах еквівалентних станів, що і 

тривіальна стратегія простого перебору. Показано, що крім стратегії простого перебору існують і 

інші стратегії, які мають таку ж ймовірність успіху. Створений програмний продукт дозволить 

знаходити оптимальні стратегії при різних початкових умовах. 

Ключові слова: оптимальна стратегія, рекурсія, максимізація ймовірності, перевірка гіпотез. 

 
This article is devoted to finding the optimal strategy of mapping between two discrete sets, based on the 

classical problem of locks and keys. We gave the probabilistic formulation of the problem and found a 

recursive formula for calculating the probability of brute force strategy. The hypothesis of optimal search 

strategy has been considered. It is shown how to deal with classes of states instead of states in order to 

simplify the graphical representation of the problem and to make it possible to find optimal strategies for 

different initial numbers of tries. The brute force strategy is not the unique one but is one of those strategies 

that are equivalent to so-called trivial brute force strategy, in other words all strategies from this class have 

the same graph over the classes of equivalent states. However there exist radically different strategies that 

have the same probability of success as the brute force strategy has. The developed software will make it 

possible to obtain the optimal strategies under different initial conditions.  

Key Words: optimal strategy, recursion, maximization of probability, testing of hypotheses. 
 
Статтю представив д. т. н., професор Гаращенко Ф.Г. 
 
Проблема, про яку піде мова, у різних 

варіантах виникає при відновленні таблиць 
зв’язку MyISAM (які зберігаються у трьох 
файлах) баз даних; при встановленні зв’язків в 
маркетингових дослідженнях; в інших задачах, 
суть яких зводиться до відновлення унікальних 
зв’язків між елементами двох дискретних 
множин. Дослідження, результати яких викладені 
в цій роботі, проводились за замовленням та при 
співпраці з Міжнародною Маркетинговою 
Групою Україна.  

Розглянемо спочатку таку задачу: маємо 
1n >  замків та n  ключів і відомо, що кожний 

ключ підходить лише до одного зі замків. 
Потрібно встановити відповідність між ключами 
та замками. За яку мінімальну кількість спроб 

можна гарантовано це зробити? Очевидно, що 
така мінімальна кількість спроб становить  

( 1) / 2K n n= − . 
Тепер уявімо, що нам надається (для 

встановлення шуканої відповідності) деяка 
кількість спроб k  ( 0 k K≤ < ). За 0 k K≤ <  спроб 
неможливо гарантувати, що шукану 
відповідність можна точно встановити, але ми 
врешті можемо просто відгадати, який із 
варіантів, що залишилися, відповідає дійсності 
(ймовірність відгадати за v  нерозглянутих 
варіантів, очевидно, складе 1 / v ).  Отже, метою є 
максимізація ймовірності «відгадування», а для 
цього потрібно знайти (окремо для кожного 
фіксованого 0 k K≤ < ) стратегію підбору ключів 
для n  замків.  
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Деякі із цих стратегій є тривіальними. 
Наприклад, при 0k =  правильний варіант можна 
відгадати з ймовірністю 1 / !n . При 1k =  (є лише 
одна спроба) алгоритм теж є тривіальним – 
використати цю спробу на довільній парі 
«ключ/замок». При довільному результаті 
залишиться вгадати (якщо 2n > ) решту 
співвідношень або (при 2n = ) дати точну 
відповідь. В загальному ж випадку потрібно 
підібрати таку стратегію, яка максимізує 
ймовірність відгадати (або отримати протягом 
випробувань) правильну відповідність ключів та 
замків. По суті така стратегія має відхилити 
протягом виділених кроків якомога більшу 
кількість варіантів співвідношень і, таким чином, 
залишити якомога меншу кількість варіантів (це 
гарантує і одночасну максимізацію ймовірності 
наштовхнутись на шукане співвідношення 
протягом виділених кроків, і максимізацію 
ймовірності відгадування у протилежному 
випадку). Розглянемо деякі фіксовані значення 

2n >  та 1k > . Станом в нашому пошуку логічно 
вважати значення невдалих та вдалих перевірок 
ключів відносно набору замків.  Кожна стратегія 
фактично є правилом, за яким потрібно, 
знаходячись в одному із вказаних станів робити 
деяку конкретну наступну перевірку, яка тягне 
перехід в один з двох (в залежності від того, 
підійде ключ при цій перевірці чи ні) наступних 
станів. Перебір всіх можливих стратегій буде 
досить громіздким, тому оптимізуємо цей 
процес, розглядаючи групи станів, елементи яких 
є еквівалентними в тому розумінні, що кожен з 
них можна отримати з іншого еквівалентного 
стану або перенумерацією ключів/замків, або 
перейменуванням замків у ключі та навпаки. 
Таких груп станів вже буде значно менше. 
Розглянемо наступний приклад. 

Нехай маємо 3n =  замки (і 3 ключі) та 2k =  
спроби. Можливі стани будемо позначати 
маленькими буквами is , а групи еквівалентних 

станів – великими буквами iS . Кожен стан 
задаватимемо матрицею, елементи якої 
набуватимуть таких трьох «значень»: 1ija = , 

якщо вже відомо, що i -ий ключ відповідає j -

ому замку; 0ija = , якщо вже відомо, що i -ий 

ключ не відповідає j -ому замку; ?ija = , якщо не 

відомо, чи підходить i -ий ключ до j -го замка, 
чи ні. Початковий стан один-єдиний, і утворює 

початковий клас 
? ? ?

? ? ?0
? ? ?

S
 
 
 
 
 

= . На першому кроці 

можливі 9 варіантів (один із трьох ключів 
перевіряємо для одного з трьох замків). Якщо, 
наприклад, застосуємо 2-ий ключ до 3-го замка 
(позначимо: 1 2 3m k l= ), то отримаємо один з таких 
результатів (в залежності від того, чи підійде 

ключ): або
? ? 0

0 0 11
? ? 0

s
 
 
 
 
 

= , або 
? ? ?

? ? 02
? ? ?

s
 
 
 
 
 

= . Якщо ж 

зробимо крок ( 1 1 1m k l′ = ), то отримаємо 

результати: або 
1 0 0

0 ? ?1
0 ? ?

s
 
 
 
 
 

′ = , або 
0 ? ?

? ? ?2
? ? ?

s
 
 
 
 
 

′ = . Таким 

чином можна перебрати всі 9 варіантів першої 
спроби, але цікавим є те, що ці варіанти 
еквівалентні і утворюють насправді один клас. 
Дійсно, якщо перенумерувати ключі 2,3,1, а 
замки перенумерувати 3,2,1, то крок 1 2 3m k l=  

перетвориться на 1 1 1m k l′ = , стан 1s  перетвориться 

в стан 1s′ , а стан 2s  – в стан 2s′ . Таким чином, всі 
можливі перші кроки є еквівалентними. 
Результуючі пари станів утворюють два класи, 
які можна задати довільними їхніми 
представниками: за умови кроку 1 1 1m k l=  станами 

будуть 
1 0 0

0 ? ?1
0 ? ?

S
 
 
 
 
 

=  та 
0 ? ?

? ? ?2
? ? ?

S
 
 
 
 
 

= . Зі стану 1S  

(точніше, з довільного стану цього класу) 
можливим (за один наступний крок) є перехід 

лише в клас 
1 0 0

0 1 03
0 0 1

S
 
 
 
 
 

=
 
(коли відповідність між 

замками і ключами вже встановлена). Зауважимо, 
що оскільки стан 3S  відповідає досягненню 

мети, то фактично вже перебування в стані 1S  

гарантує досягнення бажаної мети з 
ймовірністю 1. Припустимо, що, перебуваючи в 

класі 
0 ? ?

? ? ?2
? ? ?

S
 
 
 
 
 

= , ми робитимемо саме крок  

2 2 1m k l= , а за такого кроку із класу 2S  можливий 

лише перехід (незалежно від результату самого 

кроку) лише в клас 
1 0 0

0 ? ?1
0 ? ?

S
 
 
 
 
 

=
 
(за перебування в 

якому відгадати точне співвідношення можна, 
очевидно, з ймовірністю 1/2). При цьому неважко 
зрозуміти, що перехід 0 1S S→  відбувається з 

ймовірністю 1 / 3 , а перехід 0 2S S→  – з 
ймовірністю 2 / 3 . Отже, стратегія у випадку 
описаного перебору визначається однозначно і 
набуває такої схеми: 
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При таких переходах поточні положення 
відрізняються не лише номером класу станів, але 
і кількістю кроків, які залишаються в запасі, тому 
клас 1S  зображений на схемі двічі. Цю стратегію 
можна назвати стратегією простого перебору 
(СПП) і визначити вербально наступним чином: 
до кожного замка (починаючи з довільного, – 
наприклад, першого) підбираємо неперевірені 
ключі, поки не знайдемо ключ, що відповідає 
цьому замку або не закінчаться спроби. 

У наведеному прикладі СПП дає (за 
формулою повної ймовірності) таку ймовірність 

досягнення мети: 
1 2 1 2

1
3 3 2 3

P X = ⋅ + ⋅ =( ) . Для 

довільної кількості спроб k  ( 0 k K≤ < ) та 
довільної розмірності задачі 1n >  стратегію 
простого перебору можна представити 
наступною схемою: 

 

 
Відповідну ймовірність ( )nP k  можна обрахувати 
за наступною рекурентною формулою: 
• при 0k =    ( ) 1/ !

n
P k n= ; 

• при 0 1k n< < −    ( )1
1

1 1
( )

!

k

n n

i

P k P k i
n n

−
=

= − +∑ ; 

• при 
( 1)

1
2

n n
n k

−
− ≤ <   

( ) ( )
1

1 1
1

1 1
( ) 1

n

n n n

i

P k P k i P k n
n n

−

− −
=

= − + − +∑ ; 

• при 
( 1)

2

n n
k

−
≥    ( ) 1

n
P k = . 

Цікавим відкритим питанням залишається 
перевірка гіпотези про те, чи є стратегії, кращі за 
стратегію простого перебору. Програмно таку 
гіпотезу можна перевірити лише для фіксованих  
n  та k , але складність аналізу задачі зростає за 
експоненціальним законом зі збільшенням 
висоти дерева стратегій і збільшенням 
розмірності задачі. Таким чином, постає 
необхідність пошуку формального доведення або 
спростування наступної гіпотези: 

Гіпотеза про оптимальність стратегії 
простого перебору: нехай для задачі пошуку 
відповідності між замками та ключами 
розмірності n  надано k  спроб для відгадування, 

1
0

2

n n
k

−
≤ ≤

( )
. Тоді не існує стратегії, кращої за  

стратегію простого перебору. 

2

1

n

n

−
−

 

1

( 2)( 1)!
p

n n
=

− −
  

0 ? ?

0 ? ?

? ? ?

 
 
 
 
 
 

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 

1

2n −
 

1( 3)nP k− −  3

2

n

n

−
−

 

. . .  

2

3
 

1

3
 

1( 2)nP k n− − +  

1

2( 1)!
p

n
=

−
  

0 ? ?

?

0 ? ? ?

? ? ? ?

? ? ? ?

 
 
 
 
 
 
 
 

…

⋮ ⋱ …

 
1 

1( 1)nP k n− − +  

( )

1

!

nP k

p
n

=
  

? ? ?

? ? ?

? ? ?

 
 
 
 
 
 

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 
1

n
 

1 0 0

0 ? ?

0 ? ?

 
 
 
 
 
 

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 

1 ( 1)

1

( 1)!

nP k

p
n

− −

=
−

 

 

1n

n

−
 

1

( 1)( 1)!
p

n n
=

− −
  

0 ? ?

? ? ?

? ? ?

 
 
 
 
 
 

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 
1

1n −
 

1( 2)nP k− −

 

2

1

n

n

−
−

 

0S
 
 
 
 
 

=
? ? ?

? ? ?

? ? ?

 1 1 1m k l=  
1 0 0

01
0

S
 
 
 
 
 

= ? ?

? ?

2 2 2m k l=  

 

0

2S
 
 
 
 
 

=
? ?

? ? ?

? ? ?

 2 2 1m k l=  

1 0 0

0 1 03
0 0 1

S
 
 
 
 
 

=

 1p =  
 

1 0 0

01
0

S
 
 
 
 
 

= ? ?

? ?

1 2/p =  
 

1

3
 2

3
 

1  1  
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Для подальших висновків розглянемо ще 
один приклад. Знову нехай 3n =  та 2k = , але 
тепер розглянемо стратегію, відмінну від СПП. 
Єдина можлива стратегія, відмінна від СПП, 
матиме наступний вид 

 
і відрізнятиметься від СПП кроком 2 2 2m k l′ = . 

При цьому на цій схемі варіант розвитку подій 
при 2 2 2m k l=  вже наведено у спрощеному 

вигляді з урахуванням коментарів до схеми із 
попереднього прикладу.  Ця стратегія дає 
наступну ймовірність досягнення мети: 

1 2 1 3 1 2
1 1

3 3 4 4 3 3
P X

 = ⋅ + ⋅ + = 
 

( ) · · . Досить 

несподіваним виявився факт, що знайдена 
ймовірність не менша за ймовірність, отриману в 
СПП (це не було б дивним, якби ми розглядали 
не класи станів, а лише вихідні стани, бо тоді 
існування рівносильних стратегій можна було б 
пояснити простим перейменуванням ключів та 
замків або зміною нумерації ключів/замків, 
іншими словами, розглянута щойно стратегія не є 
еквівалентною до СПП). Виникає логічне 
запитання: чи існують неоптимальні стратегії 
взагалі? Так, існують, навіть якщо відкинути 

безглузді стратегії (коли повторно перевіряються 
вже відомі пари значень), то серед інших 
залишаться стратегії, що дають меншу 
ймовірність ніж СПП. Так, СПП у випадку  3n =   
та 3k =  дає ймовірність успіху 1, а ми 
розглянемо схему стратегії, яка в цьому ж 
випадку дає меншу ймовірність:  

 
Ймовірність успіху за такої стратегії складе 5/6. 
  

У подальших дослідженнях крім пошуку 
аналітичного доведення гіпотези про 
оптимальність СПП доцільно розглянути 
автоматизацію процесу побудови схем та 
аналогічну задачу без спроби відгадування за 
закінчення спроб.  
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