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Для процесiв, породжених стохастичними диференцiальними рiвняннями зi стрибками та
нелiпшицевою дифузiєю, за умови збiжностi коефiцiєнтiв встановлено збiжнiсть моментiв
досягнення процесами меж смуги.
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For the processes modeled by stochastic differential equations with non-Lipschitz diffusion and jumps
generated by Poisson measure in the case of convergence of the coefficients we study limit behavior of
hitting times. The Yamada condition on diffusion coefficients together with condition of continuity of
the distribution for jumps of the process are assumed. We have established the convergence in probability
of hitting times for the pre-limit processes to the hitting time for the limit process on both finite and
infinite time intervals. As auxiliary result we have shown the robustness of the hitting times with respect
to the bounds of the interval. The example which shows the necessity of the condition of continuity of
the distribution of jumps is given.
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1 Вступ

В роботi для процесiв, породжених СДР зi
стрибками та нелiпшицевою дифузiєю, за умо-
ви збiжностi коефiцiєнтiв та початкових умов
дослiджується збiжнiсть моментiв досягнення
процесами меж деякої смуги. В якостi допомi-
жних результатiв встановлено стiйкiсть вiдно-
сно меж смуги моментiв досягнення процесами
меж смуги. Дослiдження роботи доповнюють
та продовжують дослiдження, проведенi в [1, 2]

2 Основнi означення та умови

Нехай (Ω, F, {Ft, t > 0}, P ) – повний ймо-
вiрнiсний простiр з фiльтрацiєю, що задоволь-
няє стандартнi умови. Розглянемо послiдов-
нiсть СДР

Xn(t) = Xn(0) +
∫ t

0
bn(Xn(s))ds+

+
∫ t

0
σn(Xn(s))dW (s)+ (1)

+
∫ t

0

∫
fn(Xn(s), θ)µ(dθ, ds),

де n > 0, t > 0, початковi умови Xn(0) є F0-
вимiрними, коефiцiєнти bn, σn : R → R – ви-
мiрнi, {W (t), t > 0} – вiнерiв процес вiдносно
фiльтрацiї {Ft, t > 0}, мiра µ(dθ, dt) є пуассоно-
вою мiрою, для якої Eµ(dθ, dt) = ν(dθ)dt, при-
чому ν(R) < ∞.

Припустимо, що виконуються наступнi
умови на коефiцiєнти та початковi умови рiв-
нянь (1)

(Y1n) для всiх γ > 0 supn>0 E[|Xn(0)|γ ] < ∞;

(Y2n) умова лiнiйного зростання:

|bn(x)|+ |σn(x)| 6 L(1 + |x|), x ∈ R;
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(Y3n) умова Лiпшиця на коефiцiєнт bn:

|bn(x)− bn(y)| 6 L|x− y|, x, y ∈ R;

(Y4n) умова Ямада: iснує така строго зро-
стаюча функцiя ρn : R+ → R+, що∫
0+ ρ−2

n (u)du = ∞ та виконується нерiв-
нiсть

|σn(x)− σn(y)| 6 ρn(|x− y|), x, y ∈ R.

(Y5n) коефiцiєнт fn(x, θ) обмежений, неперерв-
ний за x для майже всiх θ за мiрою ν(dθ)
та виконується

∫

R
|fn(x, θ)− fn(y, θ)|2ν(dθ) 6

6 L|x− y|2, x, y ∈ R.

Також сформулюємо наступнi умови щодо
збiжностi коефiцiєнтiв та початкових умов.

(U1n) Для всiх γ > 0 має мiсце збiжнiсть поча-
ткових умов E[Xn(0)−X0(0)]γ → 0, n →
∞;

(U2n) для всiх x ∈ R, θ ∈ R має мiсце збiжнiсть
коефiцiєнтiв bn(x) → b0(x), σn(x) →
σ0(x), fn(x, θ) → f0(x, θ), n →∞.

3 Допомiжнi результати

Наступнi результати щодо процесiв Xn з (1)
встановлено в [2].

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти стохастично-
го диференцiального рiвняння ( 1) задовольня-
ють умови (Y1n)–(Y5n). Тодi для всiх t > 0 та
γ > 0 iснує така стала Cγ, незалежна вiд n,
що E|Xn(t)|γ < [E|Xn(0)|γ + Cγ · t] · exp [Cγ · t].

Теорема 2. Нехай для послiдовностi стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь ( 1) викона-
нуються умови (Y1n)–(Y5n) та (U1n)–(U2n).
Тодi для T > 0, ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P

(
sup

t∈[0,T ]
|Xn(t)−X0(t)| > ε

)
−→ 0, n →∞.

Позначимо через Lt – процес Левi, що вiд-
повiдає мiрi µ(dθ, dt). Оскiльки ν(R) < ∞, то
Lt є складним процесом Пуассона вигляду

Lt =
∫ t

0

∫

R
θµ(dθ, dt) =

Nt∑

k=1

ξk,

де Nt = µ([0, t] ×R) є процесом Пуассона з iн-
тенсивнiстю ν(R). Прирости ξk є незалежними
однаково розподiленими випадковими величи-
нами з функцiєю розподiлу

Fξ(t) =
ν((−∞, t))

ν(R)
.

Позначимо через τi, i > 0 – i-тий момент
стрибкiв процесу Lt.

Для t > 0, s > 0, x ∈ R позначимо через
φn(t, s, x) значення процесу Xn з (1) в момент
часу t за виконання умов

(1) для x ∈ R, θ ∈ R коефiцiєнт fn(x, θ) = 0;

(2) в момент s має мiсце Xn(s) = x.

Процес Xn має вигляд

Xn(t) = φn(t, 0, Xn(0)), t ∈ [0, τ1);

Xn(τ1) = Xn(τ1−) + fn(Xn(τ1−), ξ1);

. . .

Xn(t) = φn(t, τk−1, Xn(τk−1)), t ∈ (τk−1, τk), k > 2,

Xn(τk) = Xn(τk−) + fn(Xn(τk−), ξk).

4 Збiжнiсть моментiв досягнення меж
смуги процесом Xn на обмежених

iнтервалах

Введемо наступнi моменти зупинки. Обере-
мо деякi l, r ∈ R такi, що l < Xn(0) < r для всiх
n > 0 майже напевно.

Пiд моментами досягнення меж смуги [l, r] :
l, r ∈ R, l < r за скiнченний промiжок часу
[0, T ], T > 0 процесами Xn будемо розумiти на-
ступнi моменти виходу

τ
(l,r)
n,T = inf{t > 0 : Xn(t) 6∈ (l, r)} ∧ T, n > 0.

Пiд моментами досягнення меж смуги [l, r] :
l, r ∈ R, l < r на всьому часовому промiжку
процесами Xn будемо розумiти моменти виходу

τ (l,r)
n = inf{t > 0 : Xn(t) 6∈ (l, r)}, n > 0.

Доведення основного твердження роботи
базується на результатi щодо стiйкостi момен-
тiв зупинки τ

(l,r)
n,T та τ

(l,r)
n вiдносно меж смуги

[l, r].
Має мiсце наступна лема з [3].
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Лема 1. Нехай для процесiв Xn виконуються
властивостi (Y1n)-(Y5n) та для всiх x ∈
R, θ ∈ R має мiсце fn(x, θ) = 0.

(a) Якщо
∫ 0
−∞ exp

(
− ∫ y

0
2bn(z)
σ2

n(z)
dz

)
dy = ∞, то

P (sup
t>0

Xn(t) = +∞) = 1, n > 0. (2)

(б) Якщо
∫∞
0 exp

(
− ∫ y

0
2bn(z)
σ2

n(z)
dz

)
dy = ∞, то

P (inf
t>0

Xn(t) = −∞) = 1, n > 0. (3)

Тобто, за виконання однiєї з умов попе-
редньої леми у випадку вiдсутностi стрибкiв
τ

(l,r)
n < ∞ майже напевне для кожного n > 0
[4].

Наступний результат стосується стiйкостi
моментiв досягнення для процесiв без стрибкiв.

Теорема 3. Нехай для процесу Xn з ( 1) вико-
нуються умови (Y1n) − (Y5n) та одна з умов
леми 1. Тодi має мiсце збiжнiсть за ймовiрнi-
стю

τ
(l−δ,r+δ)
0 −→P τ

(l,r)
0 , δ −→ 0+,

τ
(l+δ,r−δ)
0 −→P τ

(l,r)
0 , δ −→ 0 + .

Доведення. Не обмежуючи загальностi, доведе-
ння проведемо лише для першої збiжностi. Дру-
гу збiжнiсть можна довести аналогiчним чи-
ном.

Очевидно, що τ
(l−δ,r+δ)
0 > τ

(l,r)
0 . Далi, для

довiльного ε > 0

P
(
τ

(l−δ,r+δ)
0 − τ

(l,r)
0 > ε

)
6

6 P
(
τ

(l−δ,r+δ)
0 − τ

(l,r)
0 > ε,X0(τ

(l,r)
0 ) = l

)
+

+P
(
τ

(l−δ,r+δ)
0 − τ

(l,r)
0 > ε, X0(τ

(l,r)
0 ) = r

)
.

Розглянемо першу ймовiрнiсть, друга оцiнює-
ться аналогiчно.

P
(
τ

(l−δ,r+δ)
0 − τ

(l,r)
0 > ε, X0(τ

(l,r)
0 ) = l

)
=

= P
(
τ

(l−δ,r+δ)
0 > τ

(l,r)
0 + ε,X0(τ

(l,r)
0 ) = l

)
6

6 P

(
min

t∈[τ
(l,r)
0 ,τ

(l,r)
0 +ε]

X0(t) > l − δ,

X0(τ
(l,r)
0 ) = l

)
=

= P

(
min

t∈[0,ε]
X0(t) > l − δ,X0(0) = l

)
,

де використано строго марковську властивiсть.
За монотоннiстю ймовiрностi можна запи-

сати, що

lim
δ−→0+

P

(
min

t∈[0,ε]
X0(t) > l − δ,X0(0) = l

)
=

= P

(
min

t∈[0,ε]
X0(t) > l,X0(0) = l

)
.

Оскiльки коефiцiєнт дифузiї в то-
чцi l є додатним, то за властивостя-
ми дифузiйних процесiв [4] має мiсце
P

(
mint∈[0,ε] X0(t) > l,X0(0) = l

)
= 0. Теорему

доведено.

Введемо наступний клас випадкових проце-
сiв.

Означення 1. Будемо говорити, що для про-
цесу Xn виконується умова неперервностi роз-
подiлу стрибкiв, якщо для всiх t > 0, s < t, x ∈
R, z ∈ R має мiсце
∫

R
P (φn(t, s, x)+f(φn(t, s, x), y) = z)Fξ(dy) = 0.

Наступний результат стосується стiйкостi
моментiв досягнення вiдносно меж смуги для
процесiв зi стрибками.

Теорема 4. Нехай для процесу Xn з ( 1) вико-
нуються умови (Y1n) − (Y5n) та умова непе-
рервностi розподiлу стрибкiв процесу X0. Тодi
справедливi збiжностi

τ
(l−δ,r+δ)
0,T −→P τ

(l,r)
0,T , δ −→ 0 + .

τ
(l+δ,r−δ)
0,T −→P τ

(l,r)
0,T , δ −→ 0 + .

Доведення. Встановимо першу збiжнiсть. По-
кажемо, що

P (∃k > 1 : τk 6 T ,

X0(τk) ∈ (l − δ, l] ∪ [r, r + δ)) → 0, δ → 0.

Введемо наступну подiю

Ak,δ = {X0(τk) ∈ (l − δ, l] ∪ [r, r + δ)} =

= {X0(τk−)+f(X0(τk−), ξk) ∈ (l−δ, l]∪[r, r+δ)}.
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Слiд зазначити, що ξk не залежить вiд
сигма-алгебри

Fτk− = σ{{Xt ∈ B}∩{τk < t}, B ∈ B(R), t > 0},

а X0(τk−) та τk вимiрнi вiдносно Fτk−, де B(R)
є борелiвською сигма-алгеброю на R. Тому мо-
жна записати

P (Ak,δ) = E[E[1Ak,δ
|Fτk−]] =

= E

[ ∫

R
1{X0(τk−) + f(X0(τk−), y) ∈

∈ (l − δ, l] ∪ [r, r + δ)}Fξ(dy)
]
.

Легко бачити, що

{X0(τk−)+f(X0(τk−), y) ∈ (l− δ, l]∪ [r, r+ δ)} ↓

↓ {X0(τk−) + f(X0(τk−), y) ∈ {l, r}}, δ → 0 + .

З умови неперервностi розподiлу стрибкiв
процесу X0, а також теореми Лебега про мажо-
ровану збiжнiсть отримаємо збiжнiсть

P (Ak,δ) → 0, δ → 0 + .

Для будь-якого m > 1 можна записати оцiнку

P (∃k > 1 : τk 6 T , X0(τk) ∈ (l−δ, l]∪[r, r+δ)) 6

6 P (∃k = 1, 2, ..., m : X0(τk) ∈ (l−δ, l]∪[r, r+δ))+

+P (τm 6 T ) 6
m∑

k=1

P (Ak,δ) + P (τm 6 T ).

Таким чином,

lim
δ→0+

P (∃k > 1 : τk 6 T , X0(τk) ∈

∈ (l − δ, l] ∪ [r, r + δ)) 6 P (τm 6 T ),

звiдки, спрямувавши m →∞, одержимо потрi-
бну збiжнiсть.

Тепер введемо подiю

Aδ = {∃k > 1 : τk 6 T , X0(τk) ∈

∈ (l − δ, l] ∪ [r, r + δ)} =
⋃

k>1

Ak,δ.

Застосувавши математичну iндукцiю за iнде-
ксом k встановимо, що

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε,

Āδ, τ
(l,r)
0,T < τk) → 0, δ → 0 + . (4)

(a) База iндукцiї. Для k = 1 з теореми 3
маємо потрiбну збiжнiсть.

(б) Припущення iндукцiї. Припустимо, що
для k − 1 має мiсце

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε,

Āδ, τ
(l,r)
0,T < τk−1) → 0, δ → 0 + .

(в) Iндуктивний крок. Покажемо, що

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε,

Āδ, τ
(l,r)
0,T ∈ [τk−1, τk)) → 0, δ → 0 + .

На подiї Āδ∩{τ (l,r)
0,T ∈ [τk−1, τk)} виконується

одне з двох тверджень

τ
(l,r)
0,T = τ

(l−δ,r+δ)
0,T = τk−1,

τk−1 < τ
(l,r)
0,T 6 τ

(l−δ,r+δ)
0,T .

Звiдси маємо оцiнку

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε, Āδ, τ

(l,r)
0,T ∈ [τk−1, τk)) 6

6 P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε, τ

(l,r)
0,T = τ

(l−δ,r+δ)
0,T )+

+P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε, τ

(l,r)
0,T ∈ (τk−1, τk)).

Очевидно, що перший доданок в правiй частинi
останньої нерiвностi дорiвнює нулю. Для друго-
го доданку з теореми 3 маємо

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε,

τ
(l,r)
0,T ∈ (τk−1, τk)) → 0, δ → 0 + .

Таким чином, iндуктивний крок встановлено.
Тепер запишемо для довiльного k > 1:

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε) 6

6 P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε, Āδ, τ

(l,r)
0,T < τk)+

+P (Aδ) + P (τk 6 T ).

Перейшовши до границi

lim
δ→0+

P (|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | > ε) 6 P (τk 6 T ).

Спрямувавши k → ∞ одержимо твердження
першого пункту теореми.

Другий пункт теореми доводиться аналогi-
чними мiркуваннями.
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Сформулюємо основний результат даної ро-
боти.

Теорема 5. Нехай для процесу Xn з ( 1) вико-
нуються умови (Y1n)–(Y5n) та (U1n)–(U2n),
умова неперервностi розподiлу стрибкiв проце-
су X0.

Тодi мають мiсце наступнi твердження:
(а) для всiх T > 0, ε > 0

P
(∣∣∣τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞.

(б) для всiх T > 0, ε > 0

P
(∣∣∣τ (−∞,r)

n,T − τ
(−∞,r)
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞.

(в) для всiх T > 0, ε > 0

P
(∣∣∣τ (l,∞)

n,T − τ
(l,∞)
0,T

∣∣∣ > ε
)
−→ 0, n →∞.

Доведення. Встановимо перший пункт твер-
дження. Нехай δ ∈ (0, r−l

2 ). Введемо наступнi
подiї

Aε,δ = {|τ (l−δ,r+δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | 6 ε}∩

∩{|τ (l+δ,r−δ)
0,T − τ

(l,r)
0,T | 6 ε},

Bn,δ = { sup
t∈[0,T ]

|Xn(t)−X0(t)| 6 δ}.

На подiї Bn,δ виконуються нерiвностi

τ
(l+δ,r−δ)
0,T 6 τ

(l,r)
n,T 6 τ

(l−δ,r+δ)
0,T .

Тодi, очевидно

Bn,δ ∩Aε,δ ⊂ {|τ (l,r)
n,T − τ

(l,r)
0,T | 6 ε}.

Отже,

P (|τ (l,r)
n,T − τ

(l,r)
0,T | > ε) 6 P (B̄n,δ) + P (Āε,δ).

За теоремою 2 маємо P (B̄n,δ) → 0, n →∞. Тодi

lim
n→∞P (|τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0,T | > ε) 6 P (Āε,δ).

Перейшовши до границi δ → 0+ та використав-
ши теорему 4 одержимо перше твердження те-
ореми.

Пункти (б) та (в) доводяться аналогi-
чно.

5 Збiжнiсть моментiв досягнення меж
смуги процесом Xn на всiй числовiй

осi

Досi всi процеси та моменти досягнення
розглядались на скiнченних промiжках часу
[0, T ], 0 < T < ∞. Поширимо результат теоре-
ми 5 на випадок нескiнченного промiжку часу
[0,∞).

Позначимо через X∗
0 – розв’язок рiвняння

(1), в якому для всiх x ∈ R, θ ∈ R має мi-
сце f0(x, θ) = 0 та виконуються умови (Y1n) −
(Y5n).

Теорема 6. Нехай для процесiв Xn, n > 0 вико-
нуються умови (Y1n)−(Y5n) , (U1n)–(U2n) та
умова неперервностi розподiлу стрибкiв. Тодi
мають мiсце наступнi твердження:
(а) за виконання для процесу X∗

0 однiєї з умов
леми 1 для всiх ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P
(
|τ (l,r)

n − τ
(l,r)
0 | > ε

)
−→ 0, n →∞. (5)

(б) за виконання для процесу X∗
0 умови (а) ле-

ми 1 для всiх ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P
(
|τ (−∞,r)

n − τ
(−∞,r)
0 | > ε

)
−→ 0, n →∞. (6)

(в) за виконання для процесу X∗
0 умови (б) ле-

ми 1 для всiх ε > 0 має мiсце збiжнiсть

P
(
|τ (l,∞)

n − τ
(l,∞)
0 | > ε

)
−→ 0, n →∞. (7)

Доведення. Оскiльки процес доведення пунктiв
(а), (б) та (в) аналогiчний, доведення наведемо
лише для пункту (а). Для визначеностi припу-
скаємо виконання пункту (а) леми 1.

Оберемо сталi ε ∈ (0, 1), δ > 0. Встановимо,
що τ

(l,r)
0 < ∞ P -майже напевне.
Для цього запишемо оцiнки

P (τ (l,r)
0 = ∞) = P (∀k > 1, ∀t ∈ [τk−1, τk) :

φ0(t, τk−1, X0(τk−1)) ∈ (l, r)) 6

6 lim
M→∞

P (∀k = 1, . . . , M ∃z ∈ (l, r)

∀t ∈ [τk−1, τk) : φ0(t, τk−1, z) ∈ (l, r)).

Ймовiрностi пiд знаком границi можна записа-
ти наступним чином, врахувавши незалежнiсть
вiдповiдних подiй для кожного k

AM = P (∀k = 1, . . . , M ∃z ∈ (l, r)
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∀t ∈ [τk−1, τk) : φ0(t, τk−1, z) ∈ (l, r)) =

=
M∏

k=1

P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [τk−1, τk) :

φ0(t, τk−1, z) ∈ (l, r)|Fτk−1
).

Подiя пiд знаком ймовiрностi в останньому
виразi залежить лише вiд приростiв вiнерово-
го процесу W на [τk−1, τk), якi в свою чергу не
залежать вiд Fτk−1

та не залежать вiд τk. Отже

AM =
M∏

k=1

∫ ∞

a
P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [a, b) :

φ0(t, a, z) ∈ (l, r)) · λ exp{−λ(b− a)}db|a=τk−1
,

де λ = ν(R).
Також з однорiдностi коефiцiєнтiв за часом

можна записати

P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [a, b) : φ0(t, a, z) ∈ (l, r)) =

= P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [0, b− a) : φ0(t, 0, z) ∈ (l, r)).

Тому
P (τ (l,r)

0 = ∞) 6 lim
M→∞

AM =

= lim
M→∞

(∫ ∞

0
λP (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [0, T ) :

φ0(t, 0, z) ∈ (l, r)) exp{−λT}dT

)M

:= BM .

Для доведення того, що P (τ (l,r)
0 < ∞) м.н. по-

трiбно показати, що BM < 1. Для цього iнте-
грал пiд знаком степеня M повинен бути мен-
ший за 1. Зазначений iнтеграл може бути рiв-
ний 1 лише тодi, коли

lim
T→∞

P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [0, T ) : φ0(t, 0, z) ∈ (l, r)) =

= P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [0,∞) : φ0(t, 0, z) ∈ (l, r)) = 1.

За теоремою порiвняння для стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь процес φ0(t, 0, z) зростає
за змiнною z. Можна записати оцiнки

P (∃z ∈ (l, r) ∀t ∈ [0,∞) : φ0(t, 0, z) ∈ (l, r)) 6

6 P (∃z ∈ (l, r) : sup
t∈[0,∞)

φ0(t, 0, z) 6 r) =

= P (∃z ∈ (l, r) ∀y ∈ (l, z] : sup
t∈[0,∞)

φ0(t, 0, y) 6 r) 6

6 P (∃y ∈ (l, r)
⋂

Q : sup
t∈[0,∞)

φ0(t, 0, y) 6 r) 6

6
∑

y∈(l,r)
⋂
Q

P ( sup
t∈[0,∞)

φ0(t, 0, y) 6 r) = 0,

де з пункту (а) леми 1 для процесу без стриб-
кiв φ0 кожен елемент останньої суми дорiвнює
нулю. Таким чином, встановлено, що τ

(l,r)
0 < ∞

P -майже напевне.
Отже

∃T > 0 : P (τ (l,r)
0 > T − 1) <

δ

2
.

Теорема 5 гарантує, що iснує таке n0, що для
всiх n > n0 має мiсце

P
(
|τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0,T | < ε

)
> 1− δ

2
.

Таким чином, справджується оцiнка

P (|τ (l,r)
n,T − τ

(l,r)
0,T | < ε,

τ
(l,r)
0 < T − 1) > 1− δ. (8)

Оцiнимо згори iмовiрнiсть в правiй части-
нi нерiвностi (8). На [0, T − 1) момент виходу
τ

(l,r)
0,T збiгається з моментом виходу τ

(l,r)
0 майже

напевне. Тому можна записати

P
(
|τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0,T | < ε, τ

(l,r)
0 < T − 1

)
=

= P
(
|τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0 | < ε, τ

(l,r)
0 < T − 1

)
.

Також момент виходу τ
(l,r)
n,T збiгається з момен-

том виходу τ
(l,r)
n майже напевне на [0, T −1+ε).

Отже має мiсце рiвнiсть

P
(
|τ (l,r)

n,T − τ
(l,r)
0 | < ε, τ

(l,r)
0 < T − 1

)
=

= P
(
|τ (l,r)

n − τ
(l,r)
0 | < ε, τ

(l,r)
0 < T − 1

)
.

Таким чином, з (8) отримаємо оцiнку для
всiх n > n0

1− δ < P
(
|τ (l,r)

n − τ
(l,r)
0 | < ε, τ

(l,r)
0 < T − 1

)
6

6 P
(
|τ (l,r)

n − τ
(l,r)
0 | < ε

)
,

що завершує доведення теореми.
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6 Приклад необхiдностi умови
неперервностi розподiлу стрибкiв

Наведемо приклад, що iлюструє необхi-
днiсть умови неперервностi розподiлу стрибкiв
(означення 1).
Приклад 1. Нехай для всiх n > 0 має мiсце bn =
σn = 0, fn = 1. Припустимо, що ν(dθ) = δ1(dθ)
та µ(dθ, dt) = δ1(dθ)dt, де δ1 – точкова мiра, зо-
середжена в точцi {1}. Тодi процес Левi L, що
вiдповiдає мiрi µ, є процесом Пуассона. Тобто

L(t) =
∫ t

0

∫

R
θµ(dθ, ds) = N(t).

Легко бачити, що за поставлених умов про-
цес Xn має вигляд

Xn(t) = Xn(0) + L(t), n > 0.

Покладемо Xn(0) = − 1
n . Очевидно, що за

збiжностi (U1n) має мiсце X0(0) = 0.
Нехай l = −1, r = 1 та дослiдимо момен-

ти досягнення τ
(l,r)
n . Процеси Xn мають неви-

падковi початковi умови i перша змiна значе-
ння процесу вiдбувається в момент τ1 стрибка

процесу Пуассона N з приростом 1. Оскiльки
Xn(0) = − 1

n , то Xn(τ1) = 1 − 1
n < 1, проте

Xn(τ2) = 2− 1
n > 1. Тому τ

(l,r)
n = τ2.

Що стосується граничного процесу X0, для
нього X0(0) = 0, тому X0(τ1) = 1 i τ

(l,r)
0 = τ1.

Таким чином, немає збiжностi за ймовiрнiстю
τ

(l,r)
n до τ

(l,r)
0 .

Для побудованого процесу Xn умова непе-
рервностi розподiлу стрибкiв не виконується,
оскiльки мiра стрибкiв процесу Xn зосереджена
в точцi {1}.

7 Висновки

Для процесу, породженого СДР зi стрибка-
ми та нелiпшицевою дифузiєю встановлено:
1) стiйкiсть вiдносно меж смуги моментiв дося-
гнення процесом меж смуги;
2) збiжнiсть за ймовiрнiстю моментiв досягнен-
ня процесом меж смуги;
3) наведено приклади.
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