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Досліджується задача про параметричні коливання рідини з вільною поверхнею в резервуарі 

конічної форми (задача Фарадея). Показано як різні параметри збудження коливань системи і 
початкові умові впливають на розвинення динамічних процесів.  

Ключові слова: рідина з вільною поверхнею, конічний резервуар, параметричні коливання. 
 

The problem about parametric oscillations of liquid with a free surface in reservoir of conic shape (the 
Faraday problem) is under investigation. Liquid is considered as ideal, incompressible, reservoir is a rigid 
body of conic shape. Investigation is done on the basis of nonlinear model of combined motion of liquid with 
reservoir with representation of liquid motion as decomposition with respect to normal modes of oscillations. 
Resolving mathematical model is obtained in the form of a system of ordinary differential equations relative 
to parameters of motion of reservoir and amplitudes of excitation of normal modes of oscillation of liquid 
with a free surface. It is shown how different parameters of disturbance of oscillations and initial conditions 
influence development of dynamic processes. We focused our attention on absolute value of ultimate wave 
and time of this maximum manifestation depending on initial excitation of liquid. Effects of modulation of 
oscillations and drift of mean level of oscillating parameters were discovered.   

KeyWords: liquid with a free surface, conic reservoir, parametric oscillations.  
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Вступ 

Класична задача Фарадея про параметричні 
коливання рідини з вільною поверхнею в останні 
роки знову привернула увагу дослідників [1, 2, 
4].Відомо, що в класичній постановці ця задача 
призводить до таких результатів: за наявності 
малих початкових збурень по антисиметричних 
формах коливань вільної поверхні рідини при 
вимушених вертикальних коливаннях кругового 
циліндричного резервуара існують два діапазони 
частот коливань резервуара, коли антисиметрич-
ні збурення зростають. Перший діапазон спосте-
рігається в околі основної частоти коливань 
рідини по першій антисиметричній формі і є 
дуже вузьким (потрапити в цей діапазон доста-
тньо складно); другий діапазон лежить в околі 
подвоєної частоти коливань рідини по першій 
антисиметричній формі і є достатньо широким. 

Дослідження останніх років показали, що кла-
сична задача Фарадея є достатньо ідеалізованою і 
для більшої відповідності практиці має врахо-
вувати ряд додаткових факторів. Частина з них 
обумовлена технічною задачею про повздовжні 
коливання ракет. Наприклад, поздовжніх коли-
ваннях ракет рух ракети в поперечному напрямку 
і відповідний кутових рух в поперечній площині 
не обмежуються і при розвиненні антисиметрич-
них коливань рідини встановиться режим суміс-
них  коливань резервуару з рідиною. При цьому 
частоти сумісних коливань резервуара з рідиною 
будуть суттєво відрізнятися від парціальних 
частот [1]. В класичній задачі Фарадея рух ре-
зервуара збуджувався за заданим законом, що 
відповідає нескінченій масі резервуара. В прикла-
дних задачах навпаки маса резервуара поступа-
ється масі рідини, тому важливо дослідити 
випадок силового збудження коливань в системі. 
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Лише в останні роки було розглянуто питання 
про вплив в’язкості і поверхневого натягу на 
вільній поверхні на розвинення параметричного 
резонансу [1]. До теперішнього часу задача Фара-
дея розглядалася виключно для резервуарів 
циліндричної форми.  

Метою дослідження даної статті є постанов-
ка задачі Фарадея про параметричні коливання 
рідини в резервуарі конічної форми і дослі-
дження впливу параметрів збудження коливань 
системи і початкових збурень на подальше 
розвинення параметричного резонансу.  

 
Математична модель системи 
Математична модель, отримана на основі[3], 

представлена в амплітудних параметрах 
ia коливань рідини та поступального руху 

резерву-ара 
 : 
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При цьому коефіцієнти rnp  визначаються че-

рез алгебраїчні форми від першого до третього 
порядку з коефіцієнтами, які визначаються через 
квадратури від форм коливань (координатних 
функцій). Для побудови координатних функцій 
використовувався метод допоміжної області, 
який на відміну від класичного методу враховує 
виконання умови неперетікання вище рівня 
незбуреної вільної поверхні. Результативизна-
ченнявідносної похибки виконання умови непе-
ретікання(відношення порушення умови непере-
тікання до максимального збурення на вільній 
поверхні рідини) для оберненого усіченого кону-
сапоказують, що на твердих границях похибка не 
перевершує 610 , а на продовженні бічної 
поверхні до висоти 0,2радіуса вільної поверхні 
вона не перевершує 310 , що є цілком придатним 
для проведення прикладних досліджень. Зазна-
чимо, що необхідність високоточного задовіль-
нення цих умов пов’язана з виконанням умов 
розв’язності крайової задачі Неймана для рівнян-
ня Лапласа, якою описується задача для визна-
чення форм коливань вільної поверхні рідини.  

В подальших розрахунках прийнято, що ре-
зервуар виконує коливальні рухи лише в верти-
кальному напрямку, вільна поверхня рідини в 
початковому стані має збурення за першою фор-
мою коливань, система здійснює коливання вна-
слідок прикладання гармонічної сили в повз-
довжньому напрямку tAFz  cos . Досліджував-

ся рух системи при випадку, коли частота зовні-
шнього збудження приблизно в два рази була 
більшою за власну частоту першої антисимет-
ричної форми коливань.   

 
Аналіз чисельних результатів 

Розглянемо спочатку вільні коливання систе-
ми за умови початкового збурення коливань вна-
слідок відхилення вільної поверхні рідини з 
амплітудою 0,1R, де R – радіус незбуреної вільної 
поверхні рідини. На Рис. 1 показано залежність 
амплітуди першої антисиметричної форми від 
часу в секундах. .  
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Рис. 1. Вільні коливання за першою формою 
 
З рисунку видно, що коливання відбува-

ються з практично незмінною амплітудою. Малі 
зміни амплітуд обумовлені фактором сумісності 
руху рідини і резервуара. Розглянемо тепер рух 
системи при початковому збуренні 0,1 під дією 
гармонічної сили з амплітудою 0,7 з частотою, 
що приблизно в два рази більша за частоту влас-
них коливань системи за основною формою. В 
цьому випадку коливання вільної поверхні 
набудуть модуляцію (Рис. 2).  
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Рис. 2..Параметричні коливання при 1,0)0(1 a  
Як видно з рисунку амплітуда коливань за 

основною антисиметричною формою 1a зміню-
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ється в часі і набуває періодично свого макси-
мального значення порядку 0,15.  

Розглянемо для порівняння випадки початко-
вих умов 04,0)0(1 a  (Рис. 3) і 005,0)0(1 a  (Рис. 
4).  
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Рис. 3..Параметричні коливання при 04,0)0(1 a  
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Рис. 4..Параметричні коливання при 005,0)0(1 a  
 
Аналіз чисельних результатів показує, 

що максимальні розмахи коливань в усіх 
випадках залишаються практично незмін-
ими і приблизно дорівнюють 0,15R.В той же 
час графіки показують, що вихід на режим 
усталених коливань не відбувається: для всіх 
початкових умов вагомою є модуляція коли-
вань. Відмітимо, що цей результат відрізня-
ється від результатів робіт [2, 4], де роз-
гляддаються параметричні коливання в 
резервуарах з рідиною на основі моделей з 
рядом спрощуючи гіпотез і без прийняття до 
уваги фактору сумісності руху складових 
системи.   

Зазначимо, що розглянуті задачі моделю-
валися згідно з класичною постановкою 
задачі Фарадея за умови виключення руху 
резервуару в горизонтальній площині. Це 
суттєво спрощую проблему і дозволяє 

відразу визначити частотний діапазон прояву 
параметричного резонансу, який не залежить 
від співвідношення мас резервуару і рідини.  

Проаналізуємо тепер збурення другої 
форми коливань вісесиметричної форми, яка 
є проявом збудження нелінійних механізмів 
в системі. На Рис. 5 показано закон зміни в 
часі амплітуди цієї форми.  
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Рис. 5..Параметричні коливання за 
вісесиметричною формою при 04,0)0(1 a  
 
Як видно з рисунку в цілому збудження за 

другою формою не є значним, тобто розвиток не-
лінійностей в системі при таких параметричних 
коливаннях незначний. Звернемо увагу, що для 
всіх графіків амплітуди послідовних піків є при-
близно однаковими. Звернемо увагу, що коливан-
ня за другою формою суттєво модульовані. На 
відміну від коливань по першій формі помітний 
дрейф середнього значення; при коливаннях пе-
реважають амплітуди з додатнім відхиленням. Це 
свідчить про те, що серед хвиль на вільній по-
верхні  переважно будуть спостерігатися хвилі, в 
яких буде опускання профілю хвиль всередині і  
зростання амплітуд на стінках резервуару. Ця 
властивість нелінійного хвилеутворенняпідтер-
джується експериментально.  

Розглянемо тепер випадок збудження пара-
метричних коливань системи з амплітудою 0,2 
(тобто амплітуду зменшено в 3,5 рази). Резуль-
тати визначення зміни амплітуди коливань віль-
ної поверхні за першою антисиметричною 
формою в часі представлені на Рис. 6.  

Як і в попередніх випадках вихід на уста-
лений режим коливань не спостерігається. Коли-
вання суттєво промодульовані. Період модуляції 
сильно збільшився. Час виходу коливань на мак-
симальне значенні істотно змінився. Зміна макси-
мальної амплітуди відбулася приблизно в 2 рази 
(при зміні амплітуди збудження в 3,5 рази).  
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Рис. 6..Параметричні коливання при 005,0)0(1 a ,  
і амплітуді збудження 0,2 

 
Висновки  
 
Розглянуто задачу про параметричні коли-

вання рідини з вільною поверхнею в резервуарі 
конічної форми. На відміну від класичної поста- 
новки задачі Фарадея рух системи збуджується 
повздовжньою гармонічною силою, проте рух 
резервуару в поперечній площині виключений.  

Встановлено, що при розвинені параметрич-
них коливань в околі подвоєної частоти коливань  

системи по першій антисиметричній формі вихід 
системи на усталені коливання не спостеріга-
ється. При незмінній амплітуді гармонічного си-
лового збудження руху час і амплітуда макси-
мального збурення системи по першій формі 
практично не залежать від початкових відхилень 
системи по антисиметричній формі. Коливання 
по першій формі відбуваються при суттєвому 
прояві модуляції. Коливання по першій вісси-
метричній формі також сильно промодульовані, 
проте додатково ще вагомо проявляється дрейф 
середнього значення коливань, який призводить 
до того, що переважно спостерігаються хвилі, в 
яких висота горба перевершує глибину впадини. 
В цілому збудження нелінійностей в системі 
незначне. При зміні амплітуди збудження резер-
вуару час і амплітуда прояву максимальних 
коливань за першою формою змінилися, проте 
вихід на усталений режим коливань не спосте-
рігається через суттєвий прояв модуляції.   

Частина одержаних результатів відрізняється 
від раніше одержаних результатів, які розгляда-
лися при додаткових спрощуючи припущеннях і 
без врахування фактору сумісності руху скла-
дових системи.  
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