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Розглядається задача про влив сил Коріоліса і нелінійних механізмів на формування динамічних 

процесів в трубопроводі, в якому тече рідина. Досліджено два режими швидкостей течії: течія із 
швидкістю трохи менша за критичну і закритичний режим. Показано як вказані механізми по-
різному визначають властивості системи.  

Ключові слова: динаміка трубопроводу з рідиною, сили Коріоліса, нелінійності. 
 

The problem about influence of the Coriolis forces and nonlinear mechanisms on formation of dynamical 
processes in pipeline with flowing liquid is under consideration. Modeling is done on the basis of nonlinear 
multimodal model, which takes into account 12 normal modes and combined character of motion of pipeline 
and liquid. Two modes of velocities of liquid were considered, namely, 0,9 and 1,5 of critical velocity of 
liquid. It was shown that mainly the Coriolis forces provide energy redistribution in the system, but 
nonlinearities are responsible for installation of mode of system oscillation relative to the so-called 
alternative position of dynamical equilibrium, which considerably changes system behavior from point of 
view of stability of motion. Preliminarily prediction of liquid behavior is done on the basis of linear model 
with four degrees of freedom. Predicted results were confirmed by nonlinear model with twelve degrees of 
freedom on the basis of modeling of particular cases of transient processes in pipeline with liquid flow with 
velocities before and after the first critical velocity.   
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Вступ 
В задачах динамки трубопроводів з рідиною, 

що тече, одним з найменш досліджених є пове-
дінка трубопроводу з рідиною в околі критичних 
швидкостей і особливо при швидкостях, що пере-
вершують критичні. Складність таких режимів 
обумовлена тим, що математичні задачі для 
таких режимів є нестійкими і система допускає 
наявність так званого альтернативного положен-
ня динамічної рівноваги [3–5]. Дослідження дина-
мічної стійкості таких систем дозволяє зробити 
висновок, який відрізняється від висновків рані-
ше проведених досліджень: в закритичному діа-
пазоні система знову стає стійкою, але вже від-
носно не прямолінійного незбуреного стану рів-
новаги, а відносно альтернативного положення 
рівноваги. Проте, при зростанні збурень коливан-
ня можуть розвиватися таким чином, що система 
може переходити від коливань навколо прямо-

лінійного стану трубопроводу до коливань від-
носно двох симетрично розташованих відносно 
незбуреного стану альтернативних положень рів-
новаги. Ціkком природно очікувати зміну ролі 
сил Коріоліса і нелінійностей в прерозподілі 
енергії в системі.  

Метою роботи є аналіз впливу сил Коріоліса 
і нелінійностей на формування динамічних про-
цесів при закритичних швидкостях течії і порів-
няння одержаних результатів з випадком докри-
тичних швидкостей течії рідини. 

 
Постановка задачі 
 

Математичне моделювання задачі здійсню-
ється на основі нелінійної моделі сумісного руху 
рідини і трубопроводу, яка включає велику кіль-
кість форм коливань. Поведінка трубопроводу 
розглядається на основі балочної моделі, що від-
повідає випадкам видовжених (по відношенню до 
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діаметра труби) трубопроводв. В системі вра-
ховані всі відомі нелінійні ефекти, що впливають 
на формування динамічних процесів.  

Загальний вид рівнянь руху системи трубо-
провід – рідина в амплітудних параметрах збу-
дження форм коливань буде таким [1-2]   
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При цьому поперечні відхилення трубопро-

воду в мають вигляд 
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  – лінійні густини рідини і трубопроводу, EJ  – 
згинна   жорсткість   трубопроводу, F –  площа  

 
 

поперечного перерізу трубопровода, J – мери-
діанальний момент інерції перерізу трубопро-
воду,  rN , 2

jkird , 6
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ir  –  квадратури  
від форм коливань трубопроводу )(xAi як кон-
сольно закріпленої балки, 4

r  – частотный 
параметр. В цих рівняннях силі Коріоліса 

відповідає член  112
riir
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   , а члени з 

квадратурами 2
jkird , 4

ijkrd , 6
ijkrd  представляють 

собою нелінійні силові фактори. 
 
Результати чисельного моделювання 
 
Розглядаються два режима течії рідини при 

початковому відхиленні по першій формі на 2% 
від довжини труби: 19.0 kpVV   і 15.1 kpVV  .  При 
цьому варіант 1 відповідає лінійній моделі без 
врахування сил Коріоліса (Рис. 1 а), варіант 2 
відповідає лінійній моделі з врахуванням сил 
Коріоліса (Рис. 1 б), варіант 3 відповідає неліні-
йній моделі без врахування сил Коріоліса (Рис. 1 
в), а варіант 4 відповідає повній моделі, в якій 
враховані всі фактори (Рис. 1 г).  
 

 

               
                                         а                                                                                 б 

        
                                         в                                                                                 г 

Рис. 1. Амплітуди перших трьох форм коливань трубопроводу )(),(),( 321 tctctc  

  
З малюнків помітно, що в линійній системі, 

де не враховано сили Коріоліса і нелінійні фак.-
тори, ефект взаємовпливу форм коливань прак-
тично відсутній. Наявність нелінійних факторів 

також не чинить суттєвого впливу на характер 
коливального процесу – частота зміни амплітуди 
першої форми зростає, проте взаємовплив форм 
все ж відсутній.  
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В свою чергу наявність сил Коріоліса навіть в 
чисто лінійній системі приводить до енергообмі-
ну між формами коливань в трубопроводі, вза-
ємний вплив форм стає помітним. 

Таким чином, на основі проведеного моделю-
вання можна зробити висновок, що в режимах 
течії рідини з докритичними швидкостями сили 
Коріоліса є основним механізмом энергообміну 
між формами коливань і вони вносять в характер 
поведінки системи трубопровід – рідина більш 
вагомий внесок ніж нелінійні силові фактори. 

Перейдемо тепер до розгляду закритичного 
режиму течії рідини. Аналогічно попереднім 
варіантам розглянуто чотири випадки моделю-
вання поведінки системи для швидкості течії 

15.1 kpVV   (Рис. 2). Нумерація варіантів обрана 
аналогічно Рис. 1. З Рис. 2 помітно, що в закри-
тичній області розв’язок, одержаний на основі 
лінійної моделі, очікувано веде себе нестійко – 
амплітуди всіх трьох форм аперіодично зроста-
ють з часом. Також встановлено, що врахування 
сил Коріоліса не є стабілізуючим фактором.  

В свою чергу врахування нелінійних механіз-
мів приводить  до  обмеження  області  нестікості  
 

коливань  –  амплітуда першої форми  не  зростає  
аперіодично до нескінченості, а здійснює стійкі 
коливання навколо альтернативного положення 
динамічної рівноваги, що помітно з графіків як 
зміщення середнього значення коливань для ам-
плітуди 1c , а амплітуда 2c продовжує здійснюва-
ти коливання навколо прямолінійної форми 
трубопроводу.  

Порівняння рисунків в і г свідчить, що 
внесення в систему сил Коріоліса призводить до 
збільшення періоду коливань за першою фор-
мою. В той же час помітно, що саме нелілійності 
сприяють зростанню впливу вищих гармонік на 
формування динамічних процесів в системі.  

Включення в модель всіх механізмів одно-
часно приводить в закритичній області до резуль-
татів подібних до випадку докритичних швидко-
стей – сили Коріоліса виконують основну роль в 
енергообміні між формами коливань, проте стій-
кість системи визначається тим, що коливання 
відбуваються відносно альтернативного поло-
ження динамічної рівноваги, яке обумовлене 
нелінійними механізмами. 

 

 

         
                                         а                                                                                 б 
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Рис. 2. Амплітуди перших трьох форм коливань трубопроводу )(),(),( 321 tctctc  

Висновки 
 
На основі нелінійної багатомодової матема-

тичної моделі динаміки пружного трубопроводу з 

рідиною, що тече, проведене дослідження пове-
дінки системи при виділенні впливу нелінійних 
механізмів і сил Коріоліса для докритичного і за-
критичного режимів течії рідини.  
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Результати розрахунків дозволяють зробити 
висновок, що сила Коріоліса для всіх швидкісних 
режимів течії рідини є основним фактором 
енергообміну між формами коливань в системі 
трубопровід – рідина. З іншого боку нелінійні 
механізми в системі трубопровід – рідина є 
основним фактором, який визначає характер 
стійкості системи в закритичних режимах течії 
рідини. Нелінійні механізми впливають також на 
прояв впливу вищих гармонік коливань.  

Включення в модель всіх механізмів одно-
часно приводить в закритичній області до резуль- 
татів подібних до випадку докритичних швидко-
стей – сили Коріоліса виконують основну роль в 
енергообміні між формами коливань, проте стій-
кість системи визначається тим, що коливання 
відбуваються відносно альтернативного поло-
ження динамічної рівноваги, яке обумовлене 
нелінійними механізмами. 
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