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Розглянуто контактну взаємодію двох штампів з прямолінійною горизонтальною основою і 

пружної півплощини, яка довантажена зосередженою нормальною силою на рівній відстані від 
штампів. Враховано сили тертя в області контакту за умови повного проковзування граничних 
точок півплощини уздовж основ штампів. Задача зведена до сингулярного інтегрального рівняння на 
системі двох інтервалів, розв’язок якого отримано в аналітичному вигляді. Знайдено інтервал мож-
ливих значень довантажувальної сили. Показано, що за відсутності довантаження повне проковзу-
вання основ штамів і півплощини не має місця. 

Ключові слова: контакт, пружна півплощина, штампи, довантаження. 
 

Contact interaction of two stamps having straight horizontal base with an elastic half-plane has been 
considered when the half-plane is loaded by the concentrated normal force at the equal distance from the 
stamps. Friction forces in the contact area are included at the condition of full slipping of boundary points of 
the half-plane along the stamps. The problem is reduced to a singular integral equation for the function of 
the contact pressure at the set of two intervals, the solution is obtained in analytical form. A range of 
possible values of added normal force of the half-plane is found, for which the full contact and frictional 
sliding of stamps boundaries along the half-plane take place. It is shown that in the absence of added 
stresses, as well with the relatively small concentrated force, the full slip of the boundaries of stamps does 
not take place and the problem should be considered in the complicated formulation with some adhesion 
contact areas taken into account. 

Key Words: contact interaction, elastic half-plane, stamps, added stresses. 
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Вступ 
 
Контакт абсолютно жорсткого штампа з пруж-

ним тілом у випадку, коли до межі тіла прикладе-
не додаткове навантаження (частіше за все, у ви-
гляді зосередженої нормальної сили), у теорії 
контактних задач носить назву контакту з дован-
таженням. Гладкий контакт кругового штампа з 
пружним півпростором, довантаженим зосеред-
женою силою, розглядався в роботі [1]. Аналогіч-
на задача у випадку, коли основа штампа зчеп-
лена з межею півпростору розв’язана у [2]. Кон-
тактні задачі з довантаженням для пружної пів-

площини без урахування сил тертя в області кон-
такту вивчені в роботах [3-5]. Ковзний контакт, 
тобто контакт з урахуванням сил тертя  в області 
контакту, за наявності довантаження раніше не 
розглядався. Не розглядався також контакт з до-
вантаженням для системи штампів. 

 
Постановка задачі 
 
Два штампи з прямолінійною горизонтальною 

основою a x b     і b x a   ( 0y  ) з’єднані 
між собою і вдавлюються як єдине ціле у пружну 
півплощину нормальною силою P  (рис. 1). Межа 
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Рис. 1. Схема задачі 
 
півплощини у точці 0x   довантажена нормаль-
ною силою 0P . Враховуючи сили тертя, вважа-
ємо, що проковзування граничних точок півпло-
щини в області контакту відбувається у напрямку 
до точки прикладання сили 0P , тобто вправо на 
лівому штампі та вліво на правому. Таке припу-
щення знаходиться у відповідності з розв’язком 
аналогічної задачі гладкого контакту, у якій повз-
довжня деформація межі півплощини відсутня 
поза областю контакту і є деформацією стиску в 
області контакту [6]. 

Крайові умови задачі наступні: 

0
0y y

u

 ,  00 0

signxy yy y
x

 
      ( b x a  ), 

 00
( )y y

P x


    ,  
0

0xy y
    ( x b , x a ), (1) 

де 0  – коефіцієнт тертя, ( )x  – дельта-функція 
Дірака. 
 

Розв’язання контактної задачі 
 

Для розв’язання контактної задачі з крайови-
ми умовами (1) скористаємося сингулярними ін-
тегральними співвідношеннями [6]: 

 
0

( )1(1 2 ) ( ) 2(1 )
a

x

y a

u q sp x dsx s x
 


     

   , 

 
0

( )12(1 ) (1 2 ) ( )
a

y

ay

u p s ds q xx s x



    

   , (2) 

в яких 
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   ,  
0

1( ) 2 xy y
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   , (3) 

де G  – модуль зсуву. Функції ( )p x  і ( )q x  в об-
ласті контакту є невідомими функціями контакт-
ного тиску та дотичних зусиль і завдяки другій 
крайовій умові (1) зв’язані лінійною залежністю 

 0( ) sign ( )q x x p x    (b x a  ). (4) 

Поза областю контакту 

 0( ) ( )2
Pp x xG  ,   ( ) 0q x    ( x b , x a ). (5) 

Задовольнивши за допомогою другого співвід-
ношення (2) здиференційовану першу крайову 
умову (1) і врахувавши при цьому рівності (4), 
(5), отримаємо сингулярне інтегральне рівняння 
на системі інтервалів    L a x b b x a        : 

 0( )1 1( ) ( ) 2
L

Pp sx p x dss x G x  
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. 

Розв’язок інтегрального рівняння (6) знаходи-
мо у вигляді [7]: 
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Для обчислення інтеграла ( )J x  зведемо його 
до інтегралу по проміжку b s a   і виконаємо 
заміну 2 2 2( ) 2s a b    . Тоді 

2 2( ) 2 1 2 1 22 2 2 2

2 2( ) 2

1( ) 2 2

a b

a b

a b a bJ x x

  

 

           
    

 2 2 2 2 2
1 1

( ) 2 ( ) 2
d

a b x a b


         
. (8) 

Скориставшись значеннями інтеграла [8]: 
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Із (7) з урахуванням (10), ввівши нову довіль-
ну сталу 1 1 02 ( cos ) 1C GC P      і поклавши 2 0C   
через парність функції ( )p x , отримаємо 

 
2 1 2 1 2

0 1
2 2 1 2 2 2 1 2

cos( ) 2 ( ) ( )
P C x a bp x G x a x x b

   

 

 
  

 

 ( b x a  ). (11) 
Задовольнивши виразом (11) умову рівноваги 

кожного із штампів 

 ( ) 4

a

b

Pp x dx G , (12) 

після обчислення відповідних інтегралів шляхом 
заміни 2 2 2( ) 2x a b     і використання зна-
чень інтегралів [8]: 
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Отже, функція контактного тиску із (11) набуває 
вигляду 
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 ( b x a  ). (15) 

На краях штампів контактний тиск необмежений 
і має характерні для ковзного контакту особли-
вості: з показником 1 2   на вході в контакт 
( x a  ) та 1 2   на виході із контакту ( x b  ). 

Вимагаючи невід’ємність контактного тиску 
на краях x b   штампів: 

 2 2
0 0( ) ( ) 0

x b
P P x P ab b a 


     , 

приходимо до умови повного контакту 
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. (16) 

З’ясуємо тепер при яких значеннях сили 0P  
проковзування точок межі півплощини уздовж 
основ штампів відбувається у напрямку до точки 
прикладання сили 0P , як і передбачено постанов-
кою задачі. Для цього достатньо вимагати, щоб 
горизонтальне переміщення точки x b , 0y   

півплощини було від’ємним або дорівнювало 
нулю. Інтегруючи від 0  до b  рівність 
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яка випливає із першого співвідношення (2), за 
умови 0, 0 0x y xu

 
  знаходимо 
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Звідси з урахуванням (15) отримуємо умову 
повного проковзування 

 min0
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P PP  , (18) 
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Граничні значення min
0P , max

0P  відношення сил 

0P P , обчислені за формулами (16), (18) для різ-
них відносних відстаней b a  між штампами при 

0,3   і 0 0,25  , наведені у табл. 1. Із збіль-
шенням коефіцієнта тертя 0  проміжок можли-
вих значень 0P P  звужується і, наприклад, при 

0 0,5  , 0,342b a   зовсім зникає. 
Таблиця 1 

b a  0,1 0,3 0,5 0,7 0,9 
min

0P  0,120 0,315 0,520 0,770 1,187 
max

0P  0,125 0,464 1,066 2,465 9,451 
 

Випадок відсутності довантаження 
 
У випадку відсутності довантаження ( 0P P   

0 ) умова (17) не може бути виконаною, оскіль-
ки інтеграл, який входить в цю умову, є додат-
ною величиною. Як у точці x b , так за неперер-
вністю функції 0x yu


 і у деякому околі цієї точ-

ки, зокрема, на певній частині b x b     підоб-
ласті контакту b x a   проковзування відбува-
ється у протилежному напрямку, ніж припуска-
лося за постановкою задачі. Отже, у випадку 

0 0P   поставлена задача є фізично беззмістов-
ною, оскільки повного проковзування граничних 
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точок півплощини уздовж основ штампів на-
справді не відбувається. Розв’язок (15) при 0 0P   
отримано Л. А. Галіним [1], однак фізичну супе-
речливість такого розв’язку ним не було вияв-
лено. 

Обговорюване тут протиріччя розв’язку задачі 
за відсутності довантаження  показує, що в цьому 
випадку задачу потрібно розглядати в іншій, 
більш складній постановці. А саме: всередині ос-
нови кожного штампа виникають зони зчеплення 

2 1c x c    , 1 2c x c   ( 1 2b c c a   ), а побли-
зу країв – зони проковзування 2a x c    , 1c   

x b   , 1b x c  , 2c x a  , причому в зонах 
проковзування на кожному штампі рух гранич-
них точок півплощини відбувається у напрямку 
до середини штампа. У такій постановці числове 
розв’язання задачі (при 0 0P  ) із застосуванням 

методу механічних квадратур отримано А. А. Амір-
джаняном і А. А. Саакяном [9]. Таку ж постанов-
ку задача має і при довантаженні, яке є недостат-
нім для забезпечення повного проковзування гра-
ничних точок півплощини уздовж основи штам-
пів, тобто коли min

0 00 P P P  . 
 
Висновок 
 
Увівши довантаження пружної півплощини на 

її межі зосередженою силою у середній точці між 
штампами, з’ясовано величину довантаження, за 
якої між межею півплощини та основами штам-
пів відбувається повне проковзування. Показано, 
що розв’язок  задачі за відсутності довантаження, 
отриманий Л. А. Галіним, є фізично суперечливим. 
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