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Методом Вінера – Гопфа побудовано точний розв’язок симетричної задачі про пружну рівновагу 

кусково-однорідної ізотропної площини з межею поділу середовищ у формі сторін кута, яка містить 
внутрішню напівнескінченну навантажену тріщину. Досліджено поведінку напружень біля кутової 
точки.    

Ключові слова: кутова точка, межа поділу середовищ, внутрішня напівнескінченна тріщин, 
метод Вінера – Гопфа. 

 
       An exact solution of symmetric problem on the elastic equilibrium of piece-homogeneous isotropic plane 
with the interface of media in the form the sides of angle, which contains an interior semi-infinite loaded 
crack is constructed. By the using of Mellin’s integral transformation apparatus, the problem is reduced to 
the Wiener – Hopf  functional equation in the complex plane strip which contains the imagine axis. The 
factorization of the functional equation coefficient is realized by the decomposing of the coefficient in two 
functions: the function which is factorized in gamma-functions and the function which  is factorized by the 
using of Cauchy type integral properties. According to these factorizations, the exact solution of the Wiener – 
Hopf equation which expressed in Cauchy type integrals and gamma-functions is obtained. Based on the 
functional equation solution, stresses in the problem and the main terms of the stresses expansion in 
asymptotic series   near the corner point are determined.  The stress behavior near the corner point is 
investigated. 
      Key words: corner point, interface, interior semi-infinite crack, Wiener – Hopf method. 
 
Статтю представив  д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О.  

 
Вступ.  В літературі з механіки руйнування 

композитних матеріалів опублікована велика 
кількість праць, які присвячено плоским 
статичним задачам теорії пружності для кусково-
однорідних  тіл з тріщинами. При цьому о 
більшості з них вважається, що межа поділу 
середовищ є гладкою, у першу чергу, 
прямолінійною [1]. Але кутові точки негладкої 
межі поділу середовищ являють собою 
концентратори напружень. У відповідних задачах 
теорії пружності при наближені точки області до 
кутової точки межі поділу середовищ 
напруження прямують до нескінченності. Тому 
кожний з таких концентраторів напружень є 
надзвичайно небезпечним з точки зору 
можливості розриву суцільності біля нього і 
зародження тріщин, що виходять з нього, 
довжини яких значно менші за розміри тіла.  

Викладене вище обґрунтовує актуальність 
проблеми дослідження задач механіки 
руйнування композитних матеріалів про тріщини 
у кусково-однорідних тілах з негладкою межею 
поділу середовищ.  

В даній роботі розв’язано задачу такого 
класу та досліджено поведінку напружень біля 
кутової точки межі поділу середовищ.   

Постановка задачі. Розглянемо кусково-
однорідну ізотропну пружну площину з межею 
поділу середовищ у формі сторін кута, яка в 
одній з частин містить симетричну внутрішню 
напівнескінченну тріщину (Рис. 1). Береги 
тріщини знаходяться під дією нормального 
тиску, розподіленого за законом 2/ ,  F r r l≥  ( F  – 
задана додатна стала, що має розмірність сили). 

© В. М. Назаренко, О.Л. Кіпніс, 2014  
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Крайові умови відповідної статичної симетричної 
задачі теорії пружності мають вигляд 
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  Рис. 1  
 

,  0,  0;r ru uθ θ θθ α σ τ= = = = =      (1)                                                      
0,  0;  ,  0,  0;r r uθ θ θθ τ θ π τ= = = = =  

20,  ,  0;  0,  ,  / .r l u r l F rθ θθ θ σ= < = = > = −   (2) 
( 0 θ π≤ ≤ ; a  –  стрибок a ). 

Метою роботи є аналіз поведінки напружень 
біля кутової точки. 

 
 
Рівняння Вінера – Гопфа та його 

розв’язок. Серед методів розв’язання задач 
механіки руйнування, які застосовуються у даний 
час [1 – 4], одним з ефективних є метод Вінера – 
Гопфа. Для побудови точного розв’язку задачі, 
що розглядається, будемо використовувати метод  
Вінера – Гопфа у поєднанні з апаратом 
інтегрального перетворення Мелліна [5, 6]. 

Застосовуючи перетворення Мелліна  
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         Підставляючи (4) у (3), одержуємо наступне 
функціональне рівняння Вінера – Гопфа: 
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так:   
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      Функція в лівій частині (9) аналітична у 
півплощині Re 0p < , а функція в правій частині 
(9) аналітична у півплощині Re 0p > . На основі 
принципу аналітичного продовження ці функції 
дорівнюють одній і тій самій функції, що 
аналітична у всій площині p . 
Виходячи з відомої  асимптотики розв’язку біля 
кінця тріщини, за теоремою абелева типу 
одержуємо  
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( IK − коефіцієнт інтенсивності напружень у кінці 
тріщини). 
       З (6), (10) випливає, що функції у лівій і 
правій частинах (9) прямують до нуля при p → ∞  
у півплощинах Re 0p <  і Re 0p >  відповідно. 
За теоремою Ліувілля єдина аналітична 
функція тотожно дорівнює нулю у всій 
площині p . 
       Таким чином, розв’язок рівняння (5) має 
вигляд  
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Аналіз поведінки напружень біля кутової 
точки. Використовуючи (3), (4), (11) і формулу 
обернення Мелліна, знаходимо 
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(γ  – довільна пряма, яка лежить у смузі  
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У цій формулі ( ) 0f r →  при 0r → ; 0 ( )p′Δ  –  
похідна функції 0 ( )pΔ .  

Залежність показника степеня сингулярності 
напружень 0λ  від кута α  якісно зображено на 
рис. 2. Значення 

m in 1 m in 2,  α αo o  кута α , при яких 
функція 0 ( )λ α досягає свого найменшого 
значення на кожному з інтервалів 
]0; / 2[,  ] / 2; [π π π , а також значення  

m in 1 m in 2( ),  ( )λ α λ α  наведено у табл. 1 ( 1 2v v= =  
0,3). Деякі значення 0λ  наведено у табл.. 2. 
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                                              Табл.1 
 

Аналіз одержаних результатів дозволяє 
зробити наступні висновки. Кутова точка O є 
особливою точкою крайової задачі теорії 
пружності, що розглядається. Вона являє собою 
гострокінцевий концентратор напружень. При 
наближенні точки області до точки O  
напруження прямують до нескінченності.  

Особливість напружень у точці O  степенева. 
Показник степеня сингулярності напружень 
залежить від кута, відношення модулів Юнга та 
від коефіцієнтів Пуассона. Цей показник являє 
собою єдиний на інтервалі ] 1; 0[−  корінь певного 
трансцендентного рівняння.  

Зі зростанням кута α  від нуля до / 2π  і від 
/ 2π  до π концентрація напружень біля кутової  

0e 2 3 5 10
min 1α o    57,3o     54,1o    46,7o    42, 2o  

m in 1( )λ α  -0,1232  -0,1893  -0,2622  -0,3321
min 2α o    152, 6o   155,8o   163, 4o  168,3o  

m in 2( )λ α  -0,1204  -0,1801  -0,2474  -0,3181
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точки спочатку посилюється, а потім 
послаблюється. Значенням відношення модулів 
Юнга, що дорівнюють 2; 3; 5; 10, відповідають 

значення кута найбільшої концентрації 
напружень, що дорівнюють 
57, 3 ;  54,1 ;  46, 7 ;  42, 2o o o o

.

 
                                                                     Табл.2 

      Чим більше відрізняються матеріали (зі 
зростанням відношення модулів Юнга), тим 
сильніша концентрація напружень біля кутової 
точки. 

Зі зростанням відношення модулів Юнга 
гострий кут максимальної концентрації 
напружень зменшується, а тупий – збільшується.  
. 
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      Висновки. На основі одержаного в даній 
роботі точного розв’язку симетричної задачі про 
пружну рівновагу кусково-однорідної ізотропної 
площини з межею поділу середовищ у формі 
сторін кута, яка містить внутрішню 
напівнескінченну навантажену тріщину, вивчено 
вплив зміни кута і пружних сталих на рівень 
концентрації напружень біля кутової точки. 
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    α o  
0e  15 30 45 60 75 105 120 135 150 165 

2 -0,036 -0,075 -0,112 -0,112 -0,086 -0,025 -0,054 -0,089 -0,117 -0,104 
3 -0,068 -0,132 -0,180 -0,184 -0,127 -0,037 -0,081 -0,130 -0,173 -0,168 
5 -0,122 -0,232 -0,258 -0,248 -0,167 -0,049 -0,104 -0,168 -0,228 -0,241 

10 -0,215 -0,310 -0,332 -0,308 -0,203 -0,059 -0,124 -0,202 -0,278 -0,318 
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