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Виявлено математичну аналогію між задачею Абрамова про гладкий контакт кругового штампа 

з плоскою похилою основою і пружного півпростору та задачею Рейсснера – Сагоци про кручення 
пружного півпростору жорстко з’єднаним з ним круговим штампом. Аналогія між цими задачами 
полягає у співпадінні диференціальних рівнянь і змішаних крайових умов на межі півпростору, що 
веде також до співпадіння інтегральних рівнянь вказаних контактних задач. Напруження та 
переміщення виражаються через розв’язувальну функцію по-різному. Наводиться розв’язання задач 
методом Вінера – Гопфа. Знайдено як контактні напруження, так і переміщення та напруження 
всередині півпростору. 

Ключові слова: контакт, кручення, пружний півпростір, штамп. 
 

Mathematical analogy between V. Abramov’s problem of the smooth contact of circular punch with a flat 
sloping base on the elastic half-space and the E. Reissner – H. Sagocci’s problem of the torsion of elastic 
half-space under the rigidly connected round stamp has been uncovered. The analogy between these 
problems lies in the coincidence of differential equations and mixed conditions at the half-space’s boundary, 
what leads also to the coincidence of integral equations of mentioned contact problems. In the first case the 
resolving harmonic function is the principal radial factor multiplied by the cosine of angular coordinate. In 
the second case such harmonic function is the circular displacement. Stresses and displacement in these two 
problems are expressed through the resolving function in differen way. 

Solutions of problems are given by the Wiener – Hopf’s method using Mellin’s integral transform in spheri-
cal coordinates. Stresses in the contact zones and stresses and displacements inside the half-space are found. 
Let us notice, that stresses in the contact zones of the half-space were previously determined by V. Abramov, 
E. Reissner, and H. Sagocci by the use of dual integral equations, tension and displacement from torsion 
were given by I. Sneddon and N. A. Rostovtsev, but in the V. Abramov's problem they were not fully defined. 

Key Words: contact, torsion, elastic half-space, stamps. 

 
Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Жук Я. О. 

 
Вступ 
 
Неосесиметрична задача про гладкий контакт 

кругового штампа з плоскою похилою основою і 
пружного півпростору вперше розв’язана В. М. 
Абрамовим [1] методом парних інтегральних рів-
нянь із застосуванням інтегрального перетворен-
ня Ганкеля у циліндричних координатах. Визна-
чено розподіл контактного тиску уздовж основи 
штампа, а також вертикальні переміщення та нор-
мальні напруження всередині півпростору, вира-

жені в еліптичних координатах. Інших компо-
нентів вектора переміщень і тензора напружень 
не було знайдено. 

Контактний тиск визначено Е. Рейсснером і Х. 
Сагоци в іншій контактній задачі – про кручення 
пружного півпростору жорстко з’єднаним з ним 
круговим штампом [2]. Повний розв’язок задачі 
Рейсснера – Сагоци із визначенням переміщень 
та напружень всередині півпростору знайдено І. 
Снеддоном [3] і Н. А. Ростовцевим [4]. 
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Як буде показано нижче, між задачами Абра-
мова і Рейсснера – Сагоци існує математична 
аналогія. Тут ми будуємо повні розв’язки обох 
задач із застосуванням методу Вінера – Гопфа [5]. 

 
Розв’язання неосесиметричної контактної 
задачі для півпростору методом Вінера – 
Гопфа 
 
Вперше застосування методу Вінера – Гопфа 

до визначення контактного тиску в осесиметрич-
ній задачі гладкого контакту кругового штампа з 
пружним півпростором здійснено Г. Я. Поповим 
[6]. Іншими методами контактна задача для пів-
простору розв’язувалась у роботах [7-9] та інших. 

Надамо розв’язання методом Вінера – Гопфа 
неосесиметричної контактної задачі для півпро-
стору у випадку кругової області контакту. На 
відміну від підходу роботи [6], де для виведення 
інтегрального рівняння задачі застосовувалось 
інтегральне перетворення Ганкеля у циліндрич-
них координатах, використаємо інтегральне пере-
творення Мелліна у сферичних координатах. 

З пружним півпростором 0z   зв’яжемо де-
картову ( , , )x y z , циліндричну ( , , )r z  та сфе-
ричну ( , , )    системи координат ( cosx r  , 

siny r  , cosz    , sinr    ). 
Нехай штамп кругової циліндричної форми 

( a  – радіус поперечного перерізу циліндра), ос-
нова якого задається рівнянням 0( , )z f r  , вда-
влюється на деяку відстань   нормальною силою 
P  в пружний півпростір. В умовах гладкого кон-
такту змішані крайові умови задачі мають вигляд 

 02 ( , )u f r 
      ( 0 r a  ), 

 2 0 
    ( a r   ), 

 
2

0 
  ,   

2
0 

    ( 0 r   ). (1) 

Крім того, виконується умова рівноваги 

 2
r a

rdrd P 


    . (2) 

В області контакту 0 r a  , 0 2  , 2  
введемо невідому функцію контактного тиску 

  2
1( , ) 2p r G  

    , (3) 

де G  – модуль зсуву, та розвинемо всі напружен-
ня та переміщення разом із функціями 0( , )f r  , 

( , )p r   у ряди Фур’є за окружної координатою, 
наприклад, 
 (0)

0 0( , ) ( )f r f r    

 (1 ) (2 )
0 0

1
( )cos ( )sinm m

m
f r m f r m





      . (4) 

Як відомо [9], переміщення та напруження у 
випадку відсутності дотичних напружень на межі 
півпростору виражаються через одну гармонічну 
функцію   за формулами 

 ru zr r
   
 

,   1 zu r r
   
 

, 

 2(1 )zu z z
    


,   
2

22
z zG z z
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2 222
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2
rz zG r z
   

 
,  1 1

2
r zG r r r r
                

, 

 
2

2
z z

G r z
   


,   (1 2 )z

    


, (5) 

де   – коефіцієнт Пуассона. 
На підставі (5) крайові умови (1) набувають 

вигляду 
 ( ) ( )

0 02
2(1 ) ( )jm jm

m f r


         ( 0 r a  ), 

 ( )
2

0jm


     ( a r   ), (6) 

де 0m  – символ Кронекера, ( 0) (0)
0 0( ) ( )jf r f r . 

Тут і далі 1, 2j  ; 0,1, ...m . Кожний із доданків 
розвинення функції   у ряд Фур’є задовольняє 
рівняння Лапласа: 

 2 (1 ) cos 0m m    ,   2 (2 ) sin 0m m    . (7) 
Застосовуючи інтегральне перетворення Мел-

ліна, отримаємо інтегральне подання 

 ( )
1

1 ( ) (cos )2

c i
jm m s

jm s
c i

A s P dsi

 



 

   
  , 

 ( )
1

(( ) 2) ((1 ) 2)( ) ( )
2
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s m s mA s p s


    


 , 

 ( ) ( )

0

( ) ( )
a

jm jm sp s p y y dy     ( 0 1c  ), (8) 

де 1(cos )m
sP    – приєднана функція Лежандра 

[10], яке задовольняє другу умову (6). Звідси 
( )

2
jm


   

(( ) 2) ((1 ) 2) ( )1
4 ((1 ) 2) (1 ( ) 2)

c i
sm

c i

s m s m p s r dsi s m s m

 


 

    
 

      
 . (9) 

Увівши до розгляду оператори 
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     ( 1, 2, ...k  ), (10) 

із (9) матимемо 

 ( , 2 )
2 22

( )1 ( )2 1

c i
j n s
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c i
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   , 

 (1 2) (1 2 2)( ) (1 2 2) (1 2)
s sK is s s

   
   

  ( 1, 2, ...n  ). (11) 

Підставивши в (11) функції ( )( )jmp s  із (8), ви-
конавши заміни 
 s i   ,   r ae ,   y ae , 
 ( ) ( )( ) ( )jm jmp ae e      ( 0    ), (12) 
змінивши порядок інтегрування та змістивши у 
внутрішньому інтегралі контур інтегрування на 
дійсну вісь, знайдемо 

 ( ) ( )
2

0

( ) ( )jm jm
m mL a k d




       , 

 ( )1( ) ( )2
i

m mk K e d


  



     
  , 

 2
( )( ) 1n

KK i
 

 
,   2 1

1( ) ( )nK K  


  ( 1, 2, ...n  ), 

 0 0L D  ,   0( ) ( )K K   . (13) 

Задовольнивши першу крайову умову (6) пі-
сля дії на неї оператором mL , отримуємо інте-
гральне рівняння 

   ( ) ( )

0

( ) ( ) ( )jm jm
mk d f



        ( 0    ), (14) 

 ( ) ( )
0

1( ) ( )2(1 )
jm jm

mf L f ra 
 

,  r ae . 

Для розв’язання інтегрального рівняння (14) 
методом Вінера – Гопфа [5] розповсюдимо його 
на всю числову вісь, поклавши ( )( ) 0jm    при 

0 , і застосуємо до нього інтегральне перетво-
рення Фур’є. Увівши невідомі функції 

 ( )

0

1( ) ( )
2

jm izz e d


     
  , 

 
0

( )

0

1( ) ( ) ( )
2

iz jmz e d k d


 



       
   , (15) 

аналітичні відповідно у півплощинах Im z c  
( 0c  ), Im z c  ( 0c  ) комплексної площи-
ни, отримаємо функціональне рівняння 

 ( ) ( ) ( ) ( )mK z z z F z       ( Imc z c   ), 

 ( )

0

1( ) ( )
2

jm izF z f e d


   
  . (16) 

Факторизуємо коефіцієнт ( )mK z  рівняння (16), 
тобто подамо його у вигляді 

 ( ) ( ) ( )m m mK z K z K z  , (17) 

де функції ( )mK z  і ( )mK z  є аналітичними та не 
обертаються в нуль у півплощинах Im z c  і 
Im z c  відповідно. Маємо 

 2 ( ) ( ) (1 )nK z K z iz   ,   2 ( ) ( )nK z K z  , 

 2 1( ) 1 ( )nK z K z 
    ( 1, 2, ...n  ), 
(1 2)( ) (1 2 2)

izK z iz
  

 
,  (1 2 2)( ) (1 2)

izK z iz
  

 
. (18) 

З урахуванням (17) рівняння (16) запишемо так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m mK z z z K z F z K z        ,  (19) 

а після подання правої частини рівняння (19) різ-
ницею аналітичних функцій: 

 ( ) ( ) ( ) ( )mF z K z f z f z     , 

 ( )1( ) 2 ( )

ic

mic

F df z i zK

 





 
   , (20) 

перетворимо до наступного вигляду: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m mK z z f z z K z f z         . (21) 

Функції, які являють собою ліву і праву части-
ну рівності (21), є аналітичним продовженням 
одна одної на всю комплексну площину. Із оці-
нок на нескінченності 

 ( ) ( )K z O z  , ( ) (1 )mK z O z  , ( ) (1)z o  , 

 ( ) (1 )f z O z  , z  , (22) 
заключаємо ця єдина аналітична у всій комплекс-
ній площині функція є довільною сталою C , як-
що 0m  , і тотожно дорівнює нулеві при m   

1, 2, ... . Звідси отримуємо розв’язок функціо-
нального рівняння (16): 

 0( ) ( ) ( )m mz f z C K z        , 

 0( ) ( ) ( )m mz K z f z C        . (23) 

Розв’язок інтегрального рівняння (14) знахо-
димо оберненим перетворенням Фур’є першої 
рівності (15) з урахуванням розв’язку (23): 
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 ( ) 0( )1( )
( )2

jm itm

m

f t C e dt
K t

 
 




 
  

  . (24) 

Після цього з використанням замін (12) визначає-
мо функцію контактного тиску із (3), а сталу C  
отримуємо із умови рівноваги (2). За формулами 
(5), (8) знаходимо переміщення та напруження у 
кожній точці півпростору. 
 

Задача Абрамова 
 

У цій контактній задачі для півпростору кру-
говий штамп має плоску похилу основу так, що 

0( , )f r Bx  , cosx r  , де tgB   ,   – кут на-
хилу плоскої основи штампа до недеформованої 
межі півпростору. 

У розвиненні (4) відмінним від нуля є тільки 
коефіцієнт (11)

0 ( )f r Br . Тоді, наприклад, перемі-
щення u  подамо у вигляді (0) (11) cosu u u     , 
тобто суми осесиметричної (0)u  і неосесиметрич-
ної (11) cosu   складових. Аналогічно подамо всі 
інші компоненти переміщень та напружень у пів-
просторі. 

В інтегральному рівнянні (14) маємо ( 0) ( )jf    
(0) ( ) 0f   , (11)( ) 1

Bf e  
 

. Тоді згідно з 
розв’язком (24) знаходимо 

 ( 0) (0)( ) ( )
( )2

itj C e dt
K t

  




     
  , 

 (11)
3

1

1( )
(1 ) ( )(1 )

itB e dt
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 . (25) 

Розвинувши інтеграли із (25) у ряди за теорі-
єю лишків, отримуємо 

 ( 0) 2
20

( 1 2) 2 24( ) !2 1
j k

k

k CeC e ek e


  

 


    
 

 , 

 
2

(11) 2 2
20

( 1 2) 4( ) 4 ! 1
k

k

k ee ek e

  
   

 


     


 , (26) 

а врахувавши заміни (12), знаходимо функцію 
контактного тиску [1]: 

 (0) (11)( , ) ( ) ( )cosp r p r p r      

 
2 2

2 1cos4 (1 )
P B rGa a r

        
, (27) 

причому значення 28 2C P Ga   визначене із 
умови рівноваги (2). 

За формулами (8) маємо 

 (0) ( 0) 1(cos )1
8 2 cos( 2)

sc i
j s

c i

PP dsGa i s s a

 


 

           , 

1
(11) 1

2
(cos )1

1 2 ( 1)sin( 2)

sc i
s

c i

PBa dsi as s

 


 

            . (28) 

Обчисливши інтеграли за теорією лишків з вико-
ристанням суми ряду [10]: 

 
20

1( )
1 2

n
n

n
P x z

xz z






 

  (29) 

і перейшовши до циліндричних координат, знай-
демо 

(0) Re4
P AGa 


,   (11) Re(1 )
a izB R rAr
  

 
, 

 arcsin a izA r
 ,   2 2( )R r a iz   . (30) 

За формулами (5) визначаємо переміщення та 
напруження у кожній точці півпростору: 
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Позначивши 

 02 2
1( ) ir a iz R e    ,   0

0
ia iz R e   , (32) 

залежності (31) також подамо у вигляді 
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1 02

1 0

sin1 2 sin3 (1 ) arctg cos3
a RR a z z Rr
           

, 

  (11) 1
0 0

2 (1 ) cos sin(1 )z
RBu a zr

        
 

 0 1 0
0 0

1 1 0

sinsin( ) (1 ) arctg cos
azR a RrrR z R

            
, 

 
(11)

0 02
1 1

2 sin cos32 (1 )
z azBr
G R R

         
, 

 
(11) 2 2

2 2
1

2 2 1 (1 2 )2 (1 ) 3
r aB z
G r R

            
 

 1
0 0 1 0 03

2sin (2 ) cos( )3
R z R Rr r

         

 0
0 0 03

1 1

sin( ) cos3aR arz
rR R


     


, 

  (11) (11) (11)1
2 z rG        

 0
1 0 0 0

1

4(1 ) sin sin( )(1 )
aRB Rr R

           
, 

(11)
0

0 0 0 02 2
1 1

2 cos( ) sin( 3 )2 (1 )
rz BzR az
G R r R

            
, 

 
(11)

3 3
1 0 0 13

1 22 2 sin332 (1 )
r B a R R R
G r
       

  
 

  2
0 0 0 0 0

1
(1 2 ) sin( ) cos( ) cosaza z rR

          


, 

(11)
0

1 0 0 02
1

2 sin sin( )2 (1 )
z aRBz RG Rr

          
. (33) 

Вирази для переміщень та напружень осесимет-
ричної складової розв’язку можна знайти в [3]. 
 

Задача Рейсснера – Сагоци 
 
Деформація кручення пружного середовища 

навколо осі 0,   передбачає наявність тільки 
однієї компоненти u  вектора переміщень 
( 0u  , 0u  ), яка не залежить від змінної  . У 
цьому разі маємо 

u
G 


     

,   1 sinsinG u 
  

  
. (34) 

Напруження  ,  ,  ,   тотожно дорівню-
ють нулеві. У циліндричних координатах відмін-
ні від нуля тільки напруження 

 r
u

Gr r r



    

,   z
u

G z





 


. (35) 

Із трьох рівнянь рівноваги у напруженнях [8]: 

 1 1 0zz rz
rzz r r r

 
    

  
, 

  1 1 0rr rz
rr r r z




 
     

  
, 

 2 0z r
rz r r

 


 
   

 
 (36) 

перші два виконуються тотожно. Підстановкою 
виразів для напружень із (35) у третє рівняння 
(36) отримуємо рівняння 

 2
0 2

1 0u u
r    ,   

2 22
0 2 2

1
r rr z

     
 

, (37) 

або у сферичних координатах: 
 2

0 2 2
1 0

sin
u u   

 
, (38) 

  2 2
0 2

1 1 sinsin
                 

. 

Рівняння (38) подамо у вигляді 

 2 cos 0u   . (39) 
Отже, функція cosu   є гармонічною так само, 
як і функція (11) cos   із (7). Тому згідно з (8) 
для колових переміщень маємо подання 

 1
1

1 ( ) (cos )2

c i
s

s
c i

u A s P dsi

 


 
 

  
  , (40) 

(( 1) 2) ( 2)( ) ( )
4

s sA s t s   


 ,  
0

( ) ( )
a

st s t r r dr  , 

 
2

1( )t r G  
   ( 0 r a  ),   ( ) 0t r   ( r a ). 

У задачі Рейсснера – Сагоци круговий штамп 
з плоскою горизонтальною основою радіуса a  
жорстко з’єднаний з межею пружного півпросто-
ру і повертається навколо своєї осі на кут  . 
Крайові умови задачі наступні: 

 
2

u r 
   ( r a ),  

2
0 

    ( r a ). (41) 

З урахуванням другої рівності (34), заключає-
мо, що умови (41) еквівалентні умовам (6) при 

1m   і (11)
0 ( )f r Br , тобто крайовим умовам за-

дачі Абрамова. 
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Завдяки тому, що вираз для колових перемі-
щень 

2
u 

 із (40), помножений на 2(1 )   , 
співпадає з виразом для меридіональних перемі-
щень (1 )

2
mu 

 при 1m   у неосесиметричні за-

дачі гладкого контакту (якщо ( )t s  замінити на 
1( )p s ), задача Рейсснера – Сагоци зводиться до 

інтегрального рівняння задачі Абрамова, де 
 2(1 )B      . (42) 
Отже, із (27) отримуємо контактні напруження 

 
2 2

4( ) rt r
a r


 

  ( 0 r a  ). (43) 

Функція u  із (40) співпадає з функцією (11)  
із (28), якщо множники   і B , які входять до 
цих виразів зв’язати рівністю (42). Тому, звер-
нувшись до другої формули (30), знаходимо ко-
лові переміщення у циліндричних координатах: 

  2 Re a izu R rAr
   


. (44) 

Напруження виражаємо через переміщення u  
із (44) за формулами (35). Знаходимо 

 2
4 Rer

G a iz aR Rr
      

, 

 ( )4 Imz
a a izG Rr R

       
. (45) 

У позначеннях (32) залежності (44), (45) пода-
мо у вигляді 

0 1 1 0
0 0

1 0

sin2 cos( ) arctg cos
R R a Ru rr z R

           
, 

 0 1
0 0 02

1

4 cos( ) cosr
R RG a

Rr
        

, 

 0
1 0 0 0

1

4 sin sin( )z
aRG Rr R

         
. (46) 

Формули (44) – (46) отримані І. Снєддоном [3] та 
Н. А. Ростовцевим [4] іншим шляхом. 
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