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     Розглянута математична модель взаємодії двох популяцій. Модель має вигляд системи двох 
диференціальних рівнянь з нелінійністю дробового вигляду. Досліджено ненульовий стан рівноваги. 
Розглянуто модель з запізнюванням. Проведено дослідження стану рівноваги системи з післядією. 
     Ключові слова: математична модель, динамічна система, диференціальні рівняння, запізнювання. 
 
     The mathematical model of population dynamics is described as a system of two differential equations. 
The review of the emergence of population dynamics mathematical models is presented since Malthus' 
“Essay on the Principle of Population” and Verhulst model. It is found that under certain conditions on the 
parameters of the system, the phase portrait is a collection of zero equilibrium, stable node (or focus) and a 
saddle lying on the axis Ox. Further, given the time of puberty, the model is refined and the delay is 
introduced. Equilibrium positions are retained, but their study is more difficult. The greatest interest is the 
equilibrium position of being in the first quadrant. It determines the number of individuals of the two species 
that are in mutual equilibrium. As for the system without delay, the linearization of the system is carried out 
in the neighborhood of the non-zero equilibrium position. Using the results of the location of the roots the 
quasi-polynomial’s of the first order to obtain the conditions for asymptotic stability of the equilibrium 
position of the non-zero delay system describing the dynamics of model of two interacting populations. 
     Key words: mathematical model, dynamic system, differential equations, delay. 
 
     Статтю представив д.ф.-м.н, проф. Хусаінов Д. Я. 
 

Вступ 

Історія застосування математичних 
методів в екології починається з виходу книги 
T. Мальтуса «Досвід про закон 
народонаселення» [1], в якій було висловлено 
припущення, що динаміка чисельності не 
обмежується ресурсами, і швидкість 
збільшення популяції лінійно залежить від її 
кількості. Математична модель представляла 
собою лінійне скалярне диференціальне 
рівняння  

( ) ( )txtx g=& , ( ) 00 xx = . 

Наступним кроком був облік обмеженості 
ресурсів, що призвело до логістичного 
рівняння Ферхюльста [2]. Воно представляло 
собою рівняння з квадратичною правою 
частиною 

( ) ( ) ( )[ ] KtxKtaxtx -=& ,                (1) 

де -a  показник експоненціального зростання 
популяції при малій чисельності, стаціонарна 
чисельність популяції, обумовлена доступним 
ресурсом. Ці роботи описували динаміку 
окремо взятої популяції, в першу чергу, 
людського населення. Надалі ці дослідження 
були продовжені в роботах В.  Вольтера,  П.  
Леслі, Дж. Сміта, А.Н. Колмогорова, А.Д. 
Базикіна. Перша модель, яка описувала 
динаміку чисельності двох популяцій, що 
взаємодіють за принципом «хижак-жертва», 
була запропонована незалежно А.Лотка і 
В.Вольтерра і мала вигляд системи двох 
диференціальних рівнянь з квадратичною 
правою частиною [3,4] 

( ) ( )[ ] ( )txtbyatx -=& , ( ) ( )[ ] ( )tytdxaty --=& , 

де x , -y  щільності популяції жертви і хижака 
відповідно, -a  швидкість розмноження 
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популяції жертви у відсутності хижака, -b  
питома швидкість споживання популяції 
хижака жертви при одиничній щільності, -c  
природна смертність хижака, -bd  коефіцієнт 
переробки спожитої хижаком біомаси жертви 
у власну біомасу. 

 У даний роботі розглянута модель 
динаміки популяцій хижак-жертва при 
наступних припущеннях [3, стор.31-32]: 

1) нелінійність (квадратичність) залежності 
швидкості розмноження популяції жертви від 
щільності при малих значеннях жертв; 

2) конкуренція в популяції жертв; 

3) смертність жертв (при обліку нелінійного 
характеру розмноження при малих щільностях 
популяції); 

4) насичення хижака; 

5) нелінійний (квадратичний) характер 
залежності швидкості поїдання хижаками 
жертв від щільності популяції жертви при 
малих значеннях щільності; 

6) конкуренція хижака за жертву; 

7) конкуренція хижаків за відмінні від жертви 
ресурси;  

8) нелінійний (квадратичний) характер 
залежності швидкості розмноження хижака.
 При зроблених припущеннях динаміка 
описується системою двох диференціальних 
рівнянь 

( ) ( )
( ) ( ) ( )txtby
txN

taxtx ú
û

ù
ê
ë

é
-

+
=& , 

( ) ( )[ ] ( )tytdxcty --=& .                       (2) 

Стаціонарні точки визначаються із системи 

( )
( ) ( ) ( ) 0=ú

û

ù
ê
ë

é
-

+
txtby

txN
tax , ( )[ ] ( ) 0=-- tytdxc . 

Ними будуть 

( )0,0O , ( )11, yxM , 
d
cx =1 , ( )cNdb

acy
+

=1 .    (3) 

Точка ( )0,0O  нецікава. Вона відповідає 
відсутності популяції. Розглянемо другу 
особливу точку. Система лінійного 
наближення в околі цієї особливої точки має 
вигляд 

( )
( )

( ) ( )11112
1

2
1

1

12 yybxxxby
xN

ax
xN

axtx ---
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
-

+
-

+
=&

( ) ( ) ( )( )1111 yydxcyydyty -+-+-=& . 

Підставивши значення 1x , 1y , отримаємо 

( ) ( )÷÷ø
ö

çç
è

æ
+

--÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
=

cNdb
acy

d
bc

d
cx

cNd
Nacdtx& , 

( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
=

d
cx

cNdb
acdty& . 

Характеристичне рівняння має вигляд 

( )
( ) 0

2
2 =

+
+

+
-=

-
+

--
+

cNd
ac

cNd
Nacd

cNdb
acd

d
bc

cNd
Nacd

ll
l

l
. 

Його коренями є 

( ) cNd
ac

cNd
Nacd

cNd
Nacd

+
-÷

ø
ö

ç
è
æ

+
±

+
=

22

2,1 4
2
1

2
l . 

Оскільки характеристичне рівняння має 
від’ємні коефіцієнти, то стан рівноваги 
нестійкий (нестійкий вузол) [3, стор.35]. 

 Розглянемо систему, в якій враховується 
внутрішньовидова конкуренція жертв. Це 
припущення приводить до системи 

   ( ) ( ) ( ) ( )txtby
K

txKatx úû
ù

êë
é --=& , 

   ( ) ( )[ ] ( )tytdxcty --=& .                                     (4) 

Точки спокою визначаються із системи 
рівнянь 

 ( ) ( ) ( ) 0=úû
ù

êë
é -- txtby

K
txKa , ( )[ ] ( ) 0=-- tytdxc . 

Ними будуть 

( )0,0O , ( )111 , yxM , 
d
cx =1 , ( )

bdK
cdKay -=1 , 

( )222 , yxM , Kx =2 , 02 =y .            (5) 

 Знову розглянемо другу особливу точку. 
Система лінійного наближення в околі цієї 
особливої точки має вигляд 

( ) ( )( ) ( )( )11111
2 ytybxxtxbyx
K
aatx ---úû

ù
êë
é --=& . 

Або в векторно-матричному вигляді 
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( ) ( )tAztz =& , 
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

+-

---=
11

111
2

dxcdy

bxbyx
K
aaA , 

( ) ( )
( )÷÷ø
ö

çç
è

æ
=

ty
tx

tz . 

Підставивши значення 1x , 1y , отримаємо 

( ) ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-

--
=

0
bK

cdKa
d
bc

dK
ac

A . 

Характеристичне рівняння має вигляд 

( )
( ) 02 =-++=

--

---

dK
cdKac

dK
ac

bK
cdKa

d
bc

dK
ac

ll
l

l
. 

При виконанні умови 

0>- cdK                          (6) 

коефіцієнти характеристичного рівняння 
додатні, і стан рівноваги асимптотично 
стійкий. Корені рівняння мають вигляд 

( )11
22

2

2,1 +-÷
ø
ö

ç
è
æ +±-= a

dK
ac

dK
acl .       (7) 

І, при виконанні умови 

( ) 011
2

2

>+-÷
ø
ö

ç
è
æ + a

dK
ac ,                  (8) 

стан рівноваги являє собою стійкий вузол, 
інакше, стійкий фокус. 

 Для третьої точки спокою система 
лінійного наближення має вигляд 

( ) ( ) bKyKxatx ---=& , ( ) ( )ycdKty -=& .     (9) 

Його характеристичним рівнянням є 

{ } ( ) =
--

---
=-

l
l

l
cdK

bKa
IA

0
det  

  ( ) ( )[ ] 0=----= ll cdKa . 

Коренями будуть a-=1l , cdK -=2l . І, при 
виконанні умови (6), стан рівноваги являє 
собою сідло. Таким чином, при виконанні 
умови (6), фазовий портрет представляє собою 
стійкий вузол (або фокус),  що знаходиться в 
першому квадранті,  і сідло,  яке лежить на осі 

Ox .  Нестійка сепаратриса сідла виходить з 
вузла (або фокуса). 

 Розглянемо вплив запізнювання, 
обумовлене часом дозрівання особин. 
Диференціальні рівняння в цьому випадку 
будуть мати вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )txtby
K

txKatx úû
ù

êë
é ----= tt

& ,  

( ) ( )[ ] ( )tytdxcty t---=& .                       (10) 

Система має ті ж положення рівноваги (5). 
Лінійне наближення має вигляд 

    ( ) ( )( )--÷
ø
ö

ç
è
æ --= 111 xtxbyx

K
aatx&  

           ( )( ) ( )( )1111 ytybxxtxx
K
a

------ tt , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1111 xtxdyytydxcty --+-+-= t& . 

Або, в векторно-матричному вигляді, 

( ) ( ) ( )t-+= tBztAztz& ,
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é --=
01

11

dy

bxx
K
a

B , 

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

+-

--=
1

11

0

0

dxc

byx
K
aaA .  (11) 

Характеристичне рівняння системи має вигляд 

{ }=-+ - IBeA lltdet  

=
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

-+-

----÷
ø
ö

ç
è
æ -

=
-

--

l

l

lt

ltlt

11

111
11

dxcdye

ebxx
K
aeby

K
xa

 = +ú
û

ù
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[ ]++-ú
û

ù
ê
ë

é
-+÷

ø
ö

ç
è
æ -+ -

111
11 dxcx

K
aeby

K
xa lt                                                                                                   

02
11 =+ - lteybdx . 

Підставивши значення 1x , 1y , отримаємо 

( ) 022 =-++ -- ltltll e
dK

cdKace
dK
ac . 

 Позначимо  

te =llt .                                 (12) 
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Тоді характеристичне рівняння прийме вигляд 
квадратного рівняння 

( ) 02 =-++
dK

cdKact
dK
act . 

Його коренями будуть 

( )11
22

2

2,1 +-÷
ø
ö

ç
è
æ +±-= a

dK
ac

dK
act .         (13) 

При виконанні умови (8) коріння дійсні, різні.  

Отримуємо систему трансцендентних рівнянь 

 

1te =llt , 2te =llt .                      (14) 

Як видно із залежності (13), при виконанні 
умови 

( )cdK
dK
ac -> 4                          (15) 

корені характеристичного рівняння дійсні, а 
при виконанні 

0>- cdK                           (16) 

додатні. Відомо [5], що умовою існування у 
трансцендентних рівнянь (14) коренів з 
негативною дійсною частиною (асимптотично 
стійких) є виконання нерівностей 

0
2 1 <<- t
t
p ,  0

2 2 <<- t
t
p .          (17) 

Звідси випливає, що при виконанні 
нерівностей (15), (16), (17), де 

( )11
22

2

2,1 +-÷
ø
ö

ç
è
æ +±-= a

dK
ac

dK
act , 

стан рівноваги ( )111 .yxM  буде локально 
асимптотично стійким.
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