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Отримано достатні умови асимптотичної дисипативності випадкової еволюції з імпульсним 

збуренням та Марковськими переключеннями 
Ключові слова: асимптотична дисипативність, процес з імпульсним збуренням, гранична 

еволюція, генератор трьохкомпонентного марковського процесу. 
 

In the paper are considered dissipativity of the random evolution with impulse perturbation as a term 
with Markov switching of evolution and of process with independent increments that generates an impulse 
process. The form of the asymptotic process through small parameter series and solution of the singular 
perturbation problem for the generator of corresponding three-component Markov process was established. 
It was obtained sufficient conditions of asymptotic dissipativity of the random evolution in the terms of 
Lyapunov function properties of averaged system using stationary distribution of Markov switching process. 
Conditions of exponential stability of the averaged system turned out crucial and the condition of balance on 
the first moments of impulse process necessary for construction of a generator of the limiting process. At the 
same time assumption of the ergodicity of Markov switching process in a standard state space of the process 
is essential. Basic methods of proof are described in the V.S. Korolyuk, N. Limnios monograph about 
stochastic system in the phase dimensional space. Continuous stochastic approximation procedure with 
impulse perturbation under balance condition is studied in Ya. M. Chabanyuk works. 

Key Words: asymptotic dissipativity, process with impulse perturbation, limiting evolution, generator of 
the three-component Markov process. 
 

Статтю представив д.т.н., проф. Акіменко В.В. 
 

Cтохастична еволюційна система з 
імпульсним збуренням задається стохастичним 
диференціальним рівнянням [1]:  

( )4( ) = ( ); ( / ) ( ), ( ) ddu t C u t x t dt d t u t Re e e ee e h+ Î (1) 
де ( )u t  – випадкова еволюція, 0t ³ ; ( ; )C u x  – 
функція регресії; ( )x t  – марковський процес на 
просторі ( , )X X [2] зі стаціонарним розподілом 

( ),B Bp ÎX , генератором Q  і потенціалом до 
нього 0R . 

Генератор марковського процесу 4( / ),x t e   
0,t ³  має вигляд  

( ) = ( ) ( , )[ ( ) ( )].
X

x q x Q x dy y xj j j-òQ          (2) 

Імпульсний процес збурень ( ), 0t teh ³  
визначений співвідношенням 
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( )( )2

0

( ) = ; / ,
t

t ds x se eh h eò  

де сімейство процесів з незалежними приростами  
задається генераторами  

( ) ( , , ) =u x u w xe jГ  
4 2[ ( , , ) ( , , )] ( , ),

R
u v w x u w x dv xe j e j-= + - Gò   

(3) 

4 2

( ) ( , , ) =

[ ( , , ) ( , , )] ( , ).
w

R

x u w x

u w v x u w x dv x

e j

e j e j-= + - Gò
Г

 
(4) 

Генератори (3) та (4) на тест-функціях 
3( ) ( )w C Rj Î  мають представлення  

2
1

2

( ) ( ) = ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

x w x w
x w x w

e

e

j e j

j g j

- +

+ +

Г Г
Г  (5) 

де  

                       1 1( ) ( ) = ( ) ( ),x w b x wj j¢Г                  (6) 

                     
2 2

1( ) ( ) = ( ) ( ),
2

x w b x wj j¢¢Г
              

(7) 

Введемо позначення 
(x) ( , ) = ( , ) ( , ) ( )uX

u w C u x u w dxj j p¢ +ò%L  

1 0 1

2

1 0 1 2

( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )] ( , ).

uX

uX

b x b x u w dx

b x u w dx

x x x x u w

j p

j p

j

¢¢+ +

¢¢+ -

+ +

ò
ò

-[Г Г Г

R

R C  

Гранична еволюція системи (1)  є розв'язком 
диференціального рівняння  

( ) = ( ) ( ),du t a u dt dW ts+           (8) 
де ( )W t  – вінерівський процес, ( )a u  має вигляд  

( ) = ( , ) ( ).
X

a u C u x dxpò  
Гранична дифузія s  задана 

співвідношенням * = ,Bs s× де  

1 0 1 2= 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
X X

B b x b x dx b x dxp p+ò òR  

1( ) = ( , ),
R

b x v dv xGò  
(9) 

2
2 ( ) = ( , ).

R
b x v dv xGò  

(10) 
Нехай також виконується умова балансу  

1( ) ( ) 0.
X
b x dxp ºò  

(11) 
та визначений оператор  

( ) ( , , ) = ( , ) ( , , ).x u w x C u x u w xj j¢C  (12) 
Означення 1. Система (1) називається 

асимптотично дисипативною, якщо 
дисипативною є її гранична еволюція (8) [3]. 

Теорема.  
Нехай існує функція Ляпунова 3( ) ( )dV u C RÎ  

системи  
/ = ( ),du dt a u  (13) 

що задовольняє умови: 
1 0 1 11:| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;C x x V u M V u MГ %R L

1 0 1 2 22 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;u uC x x V u M V u MГ ГR

2 0 1 3 33:| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;C x x V u M V u MГ ГR

0 1 4 44 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;C x x V u M V u MГC R

1 0 5 55 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;uC x x V u M V u MГ %R L

2 0 1 6 66 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;uC x x V u M V u MГ ГR

0 1 7 77 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;uC x x V u M V u MГC R

0 8 88:| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0;C x x V u M V u M%C R L

2 0 9 99 :| ( ) [ ( ) ( )] |< ( ), > 0.C x x V u M V u MГ %R L  
Нехай виконується умова балансу (11) та 

нерівності 
1( ) ( ) < ( ),a u V u c V u¢ 2( ) < ,sup

du R
u cs

Î

P P
 

(14) 

де 1 > 0c  та 2 > 0.c  
Тоді система (1) асимптотично дисипативна. 
Доведення теореми. 
Лема 1. Генератор трьохкомпонентного 

марковського процесу  
4( ), ( ), ( / ), 0u t t x t te eh e ³  

визначений співвідношенням  
4( ) ( , , ) = ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ),
w

u

x u w x u w x
x u w x x u w x

x u w x

e

e

e

j e j

j j

e j

- +

+ + +

+

Г

Г

L Q
C  (15) 

де генератор марковського процесу ,Q  
визначений в (2) та ( )u xeГ  і ( )w xeГ  – генератори, 
представлені співвідношеннями (3) і (4). 

Доведення. Генератор марковського процесу 
на збуреній тест-функції визначається зі 
співвідношення  

( )
0

4

( ) ( , , ) =

= ( , , ) ( , , ) ( ) =lim

, ( ) = , / = / .

t t t

x u w x

u w x u w x u t

u w t w x t x

e

e e e e

e

j

j j

e

+D +D +D
D®

é é ù-ë ûë

ù= Dû

L

E  

Додамо та віднімемо в умовному 
математичному сподіванні ( , , )t tu w xj +D +D   

[ ( , , ) ( , , )]
[ ( , , ) ( , , )].

t t t t t

t t

u w x u w x
u w x u w x

e e ej j
j j

+D +D +D +D +D

+D +D

- -

- -

E
E

 

Розклад tue
+D  має вигляд  

= ( , ) ( ).tu u C u x w oe e+D + D + D + D  
Підставимо отриманий вираз в перший 

доданок умовного математичного сподівання  
[ ( ( , ) ( ), , )

( , , )].
t t

t t

u C u x w o w x
u w x

e e

e e

j e

j
+D +D

+D +D

+ D + D + D -

-

E
 

Нехай = ( , ) ( ).z u C u x o+ D + D  
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Додамо та віднімемо ( )zj  в співвідношенні  
для умовного математичного сподівання  

[ ( , , ) ( , , )] =t t t t tu w x u w xe e ej j+D +D +D +D +D-E  

            
[ ( , , )

( , , )]
t t

t t

z w w x
z w x

e e

e e

j e

j
+D +D

+D +D

= + D -

- +

E
 

[ ( , , ) ( , , )].t t t tz w x u w xe e e ej j+D +D +D +D+ -E  
Оскільки генератор ( )w xeГ  має вигляд  

( )
0

( ) ( ) = [ ( ) ( )] / ,limw x w w w we j j j
D®

+ D - DГ E  

для границі першого доданку отримаємо  

0

1 [ ( , , ) ( , , )] =lim t t t tz w w x z w xe e e ej e j+D +D +D +D
D®

+ D -
D

E  

= ( ) ( , , ).u x u w xee jГ  
Розкладемо ( , , )t tz w xj +D +D  за формулою 

Тейлора 
( ( , ) ( ), , ) = ( , , )

( , , )( ( , ) ( )) ( ).
t t t t

t t

u C u x o w x u w x
u w x C u x o o

j j
j

+D +D +D +D

+D +D

+ D + D +
¢+ D + D + D

 

Підставивши отриманий розклад, маємо 

0

1 [ ( , , ) ( , , )] =lim t t t tz w x u w xe e e ej j+D +D +D +D
D®

-
D

E  

0

1= [ ( , , )( ( , ) ( )) ( )] =lim t tu w x C u x o oj +D +D
D®

¢ D + D + D
D

E

= ( , ) ( , , ).C u x u w xj¢  
А також,  

0

1 [ ( , , ) ( , , )] =lim t tu w x u w xj j+D +D
D®

-
D

E  

4 ( , , ) ( ) ( , , ).wu w x x u w xee j j-= + ГQ  
Звідси,  

4( ) ( , , ) = ( , , )
( ) ( , , ) ( , ) ( , , )w

x u w x u w x
x u w x C u x u w x

e

e

j e j

j j

- +

¢+ + +Г
L Q

( ) ( , , ).u x u w xee j+ Г  
Оскільки виконується співвідношення (12), 

то отримаємо генератор вигляду (15). 
Лема 2. Генератор (15) допускає 

асимптотичне прдеставлення  
4

2
1 2

1
1

( ) ( , , ) = ( , , )
( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )
ˆ ( ) ( , , ),

u

x u w x u w x
x u w x x u w x

x u w x x u w x

x u w x

e

e

j e j

e j j

j e j

q j

-

-

-

+

+ + +

+ + +

+

Г Г

Г

L Q

C  (16) 

де  

2
ˆ ( ) = ( ) ( ) ( ),ux x x xe e e

hq g q e+ + Г  (17) 

а  1 2( ), ( )u ux xГ Г   визначаються (6) і (7), відповідно.  
Доведення.  
Підставим у вираз генератора ( ) ( , , )x u w xe jL   

4 2
1

( ) ( , , ) =
( , , ) ( ) ( , , )

x u w x
u w x x u w x

e j

e j e j- -= + +Г
L

Q
 

  2 ( ) ( , , ) ( ) ( , , )x u w x x u w xej g j+ + +Г  
1

1

2

( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , ).

u

u

x u w x x u w x

x u w x x u w xe
h

j e j

e j q j

-+ + +

+ +

Г

Г

C
 

Зважаючи на представлення залишкового 
члена (17), отримаємо генератор вигляду (16). 

Зрізаний генератор   
4

0

2 1
1 1

2

( ) ( , , ) = ( , , )

( ) ( , , ) ( ) ( , , )
[ ( ) ( )] ( , , ).

u

x u w x u w x

x u w x x u w x
x x u w x

e j e j

e j e j
j

-

- -

+

+ + +
+ +

Г Г
Г

L Q

C
 (18) 

Лема 3. Розв'язок проблеми сингулярного 
збурення для оператора 0 ( )xeL  на збуреній тест-
функції  

2
1

3 4
2 3

( , , ) = ( , ) ( , , )
( , , ) ( , , )

u w x u w u w x
u w x u w x

ej j e j

e j e j

+ +

+ +  (19) 

визначається рівністю  
2

0
ˆ( ) ( , , ) = ( , ) ( ) ( , ),ux u w x u w x u we e ej j e q j+L L  

де  
1 0 1 0 1( ) = ( ) ( ) ( ) ( )u u

u x x x x xeq + +Г Г Г%R L R  

2 0 1 0 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ux x x x x xe+ + + +Г Г Г Г %R C R R L  
2 0 1 0 1

2 2
2 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

u ux x x x

x x x x

e e

e e

+ + +

+ +

Г Г Г

Г % %

R C R

R L C R L
 (20) 

Доведення. Підставимо (19) в (18) 
0 ( ) ( , , ) =x u w xe ejL  

4 2
1 1= ( , ) [ ( , , ) ( ) ( , )]u w u w x x u we j e j j- -+ + +ГQ Q   

1
2 1 3[ ( , , ) ( ) ( , )] ( , , )uu w x x u w u w xe j j j-+ + + +ГQ Q   

1 1 2( ) ( , , ) [ ( ) ( )] ( , )x u w x x x u wj j+ + + +Г Г C   

1 2 1 1[ ( ) ( , , ) ( ) ( , , )]ux u w x x u w xe j j+ + +Г Г   
2

1 3 1 2

2 1 1 3

[ ( ) ( , , ) ( ) ( , , )
[ ( ) ( )] ( , , ) ( ) ( , , )

u

u

x u w x x u w x
x x u w x x u w x

e j j

j e j

+ + +

+ + + +

Г Г
Г ГC

2 2

2
2 3

[ ( ) ( )] ( , , )
[ ( ) ( )] ( , , )].

x x u w x
x x u w x

e j

e j

+ + +

+ +

Г
Г

C
C

 

Тут, ( , ) 0 .u wj º Û Î QQ Q N  
З умови розв'язності проблеми сингулярного 

збурення 
1 1( , , ) ( ) ( , ) = 0,u w x x u wj j+ ГQ  

2 1( , , ) ( ) ( , ) = 0.uu w x x u wj j+ ГQ  
Звідси та з умови балансу (11)  

1 0 1( , , ) = ( ) ( , );u w x x u wj jГR  

2 0 1( , , ) = ( ) ( , ).uu w x x u wj jГR  
А також,  
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3 1 1

2

( , , ) ( ) ( , , )
ˆ[ ( ) ( )] ( , ) = ( , ).

u w x x u w x

x x u w u w

j j

j j

+ +

+ +

Г

Г

Q

C L
 

Підставимо значення функції 1( , , )u w xj  в 
останнє співвідношення  

3 1 0 1( , , ) ( ) ( ) ( , )u w x x x u wj j+ +Г ГQ R  

2
ˆ[ ( ) ( )] ( , ) = ( , ).x x u w u wj j+ +Г C L  

Введемо позначення  

1 0 1 2
ˆ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ).x x x x x+ +Г Г ГR C L  

Тоді 3 0
ˆ( , , ) = ( ) ( , ),u w x x u wj jR L  де 

ˆ ˆ( ) = ( ).x x-%L L L  
Підставимо отримані результати в останній 

доданок виразу для генератора  
1 0 1 0 1

2 0 1 0 1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

u ux x u w x x u w
x x u w x x u w

j j
j j

+ +
+ + +
Г Г Г

Г Г Г

%R L R
R C R

1 0 2 0 1

2
0 1 2 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

u u

u

x x u w x x u w

x x u w x x u w

e j e j

e j e j

+ + +

+ +

Г Г Г

Г Г

%

%

R L R

C R R L
2

0( ) ( ) ( , ) = ( ) ( , ),ux x u w x u wee j q j+ %C R L  
що співпадає з виглядом залишкового члена (20). 

Зважаючи на умови теореми С1-С9, вірним 
буде обмеження залишкового члена (20) 

( ) ( , ) < ( ).u x u w MV ueq jP P  (21) 
З твердження Леми 3,  виразу (21)  та 

виконання умов Модельної теореми, маємо  
слабку збіжність ([2], с.64)  

( ) ( )ˆ( ), ( ) ( ), ( ) , 0.u t t u t W te eh s e® ®
 

Нехай тепер (1)( ( ) / )d V u du  – похідна функції  

Ляпунова, обчислена вздовж траєкторії 
системи (8). Оскільки функція Ляпунова ( )V u  
задовольняє умові Ліпшиця  

2 1 2 1| ( ) ( ) |< | |,V u V u K u u- -  
 
де ,K const-  то виконується наступне 
співвідношення  

(1) ( ) / ( ) / ( ) | ( ) |,d V u du dV u du K u dW ts£ + P P  
де ( ( ) / )dV u du  – похідна функції Ляпунова, 
обчислена вздовж траєкторії детермінованої 
системи (13). Згідно з умовами теореми (14) ([4], 
с.23), маємо  

(1)
1 2( ) / ( ) | ( ) | .d V u du c V u Kc dW t£ - +  

Отже,        0 1( ) ( )exp{ }V u V u c t£ - +  

2 10
exp{ ( )} ( ) .

t
Kc c t s dW s ds+ - -ò  

Обчислимо математичне сподівання обох  
частин нерівності

 { }

{ }
0 1

2 10

( ) ( )exp

exp ( ) ( ) .
t

EV u V u c t

Kc c t s E dW s ds

£ - +

+ - -ò
 

Звідси випливає оцінка ([4], с.23)

 ( ){| ( ) |> } , 0.
( )inf

du R

EV uP u t R R
V u

Î
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Отже, система (8) дисипативна.  
З виконання умов Модельної граничної 

теореми та дисипативності граничного процесу 
слідує, що система (1) асимптотично 
дисипативна. 
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