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Стаття присвячена перспективному напрямку теорії стохастичних систем, пов’язаному 

з вивченням мереж з керованими параметрами. Проведено асимптотичний аналіз систем 
інтегральних рівнянь, що описують роботу багатоканальної стохастичної мережі. 
Розроблено метод гауссівської апроксимації для підрахунку функціоналів оптимізаційних 
задач в умовах критичного навантаження в мережі. Показано, що основними умовами для 
апроксимації процесу накопичення прибутку гауссівським процесом є справедливість 
функціональної центральної граничної теореми для вхідного потоку та відкритість мережі. 
Ключові слова: багатоканальна мережа, інтегральне рівняння, перевантажений режим, 

гауссівська апроксимація. 
 

The paper is devoted to perspective direction of queuing theory connected with investigation of queuing 
systems and networks with controlled parameters. The service network which involve “r” nodes of the same 
type is considered. From the outside common flow arrives at the input of the network. For service of the call 
each node has unbounded number of servers. The main purpose of the proposed work is a choice of the 
control of input flow which maximize an average income.Work of the multichannel stochastic network 
described above is modeled by the branching process. The characteristics of accumulative process of income 
are studied. Asymptotical analysis of systems of integral equations for the stochastic network is realized. 
Conditions in which the network operates in heavy traffic are formulated. To calculate of the goal functions 
of optimization problems for the multichannel stochastic network in heavy traffic the method of Gaussian 
approximation is developed. It is shown that the main conditions for approximation of accumulative process 
of income Gaussian process is justice of the functional central limit theorem for the input flow and openness 
of the network. Evident and approximate formulas for the goal functions of optimization problems via model 
parameters are constructed on the basis of the performed research. 

Key Words: multichannel network, heavy traffic regime, Gaussian approximation. 
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1. Вступ 

 
 Становлення теорії стохастичних мереж та її 
розвиток в значній мірі стимулювались 
практичними задачами з проектування та 
модернізації інформаційно-обчислювальних 
систем та мереж. Слід зазначити, що область 
застосування моделей стохастичних мереж 
значно розширюється, якщо зняти припущення 
про експоненційний характер часу обробки 
інформації у вузлах мережі, оскільки в реальних 

інформаційно-обчислювальних мережах функції 
розподілу часу обробки у вузлах відрізняються 
від експоненційних. На сьогоднішній день теорія 
стохастичних мереж є одним з основних 
перспективних напрямків моделювання систем 
мережевої структури. Тісний зв’язок з практикою 
весь час розширює клас моделей мережевої 
структури і цим обумовлюється інтенсивний 
розвиток теорії стохастичних мереж.  
 Важливим класом задач у дослідженні 
стохастичних мереж є оптимізаційні задачі 
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пов’язані з розподілом інформаційних потоків, 
вибором пропускних спроможностей і 
топологічної структури мережі. Розв’язки таких 
задач надають можливість вирішувати практичні 
задачі керування ресурсами інформаційно-
обчислювальних мереж та мереж зв’язку. 
Сучасний стан досліджень в цій області 
представлено в роботах [1], [2]. 
 Тема даної роботи пов’язана з проблемою 
оптимального поділу між вузлами мережі 
зовнішнього навантаження. У роботі для 
немарковських стохастичних мереж розглянуто 
задачу оптимального керування напрямком 
вхідного потоку. При цьому вибір стратегії 
керування базується на такому показнику якості 
функціонування мережі як середній прибуток від 
роботи всієї мережі в перехідному та 
стаціонарному режимах. 
 

1. Опис моделі 
 

 Розглянемо модель [ ]| | rG GI ∞ – мережі, в 
якій на структуру вхідного потоку  

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )rt t t tν ν ν ν′ =  не накладається ніяких 
обмежень. Компоненти вектора ( )tν  мають 
наступну інтерпретацію: ( ) ,i tν  1,2,...,i r=  – 
кількість інформаційних пакетів, що надійшли 
іззовні в i-тий вузол мережі на проміжку часу 
[0,t]. Компоненти можуть бути залежними, але 
ця залежність не обов’язково пов’язана з 
керуванням входу напівмарковським процесом 
x(t). Таке узагальнення, по-перше, дозволяє 
отримати більш загальні результати. По-друге, в 
[ ]| | rG GI ∞ – моделях стає прозорою структура 
апроксимативного процесу для перевантаженого 
режиму функціонування. 
 Траєкторія інформаційного пакету в  

[ ]| | rG GI ∞ – мережі описується 
напівмарковським процесом  

( ) {1,2,..., , 1}my t r r∈ + , напівмарковська матриця 

якого 
1

1
( )

r
ijG t

+
 будується за функціями 

розподілу часу обробки ( ) ,iG t  1,2,...,i r=   у 
вузлах мережі і матрицею маршрутизації  

1

r
ijP p= .  

 Індекс “m” вказує на те, що інформаційний 
пакет надійшов у мережу через m-тий вузол, стан  
“ 1r + ” для  ( )my t  є поглинаючим. Поглинання в  
“ 1r + ” означає вихід пакету з мережі. Через 

( ) ( ( ) ),m m
ip t P y t i= =  , 1,2,...,m i r= , будемо 

позначати перехідні імовірності 
напівмарковського процесу 

1
( ) , ( ) ( )

rm m
iy t P t p t= . 

 Для моделювання процесу обробки інформації 
сумісно з процесом накопичення прибутку 
будемо використовувати 2r-вимірний гіллястий 
процес Беллмана-Харріса 

( ) ( )1 1( ( ),..., ( ), ( ),..., ( )) ( ( ) , ( ) ) m m m m m m
r rt t t t t tχ χ γ γ χ γ

′ ′
= , 

1,...,2m r= , який задається генератрисою 
безпосередніх нащадків: 

1
1

( , ) ( )
r

i
i i j j i r

j
f x y y p x p +

=

= +∑ , ( , )r i
if x y y+ = , 

1,2,...,i r= , 1y ≤ , де i jp , , 1,2,...,i j r=  – 
компоненти матриці маршрутизації, 1i rp +  – 
імовірність виходу пакету з мережі після обробки 
в i-ому вузлі. Тривалості життя мають функції 
розподілу: ( )iG t  для 1,2,...,i r=  (ф. р. часу 
обробки в i-ому вузлі) і 

0, 1
( ) ,

1, 1i
t

G t
t
<⎧

= ⎨ ≥⎩
  

для 1,...,2i r r= + . 
 У зв’язку з випадковими процесами 

( ) ( )( ( ) , ( ) ) m mt tχ γ
′ ′

, 1,...,m r=  введемо такі 

позначення: 

1
( ) ( )

rm
it tχ χ= ,  

1
( ) ( )

rm
it tγΓ = ,  

1 1
( ) ( ) ( )

r rm m
i iP t p t M tχ= = , 

1 1
( ) ( ) ( )

r rm m
i iA t A t M tγ= = . 

 Режим критичного навантаження в 
[ ]| | rG GI ∞ – мережі означає, що її параметри 
залежать від “n” (номера серії) так, що 
виконуються наступні умови. 
 1) Для багатовимірного вхідного потоку 

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )n n n n
rt t t tν ν ν ν′ =   ( ( )n

i tν  – кількість 

інформаційних пакетів, що надійшли іззовні в i-
ий вузол мережі на проміжку часу [0, ]t ) існують 
константи 0,iλ ≥ 1,2,...,i r= ,  1 2 ... 0rλ λ λ+ + + ≠   
такі, що 

( ) ( )( )1/2 ( ) ( )
1 1 ,...,

U
n n

r r n
n t nt t ntν λ ν λ−

→∞
− − ⇒  

1( ) ( ( ),..., ( ))
U

rn
W t W t W t

→∞
′⇒ = , 
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де ( ) ( ) ( )n nt ntν ν= , ( )W t  – r-вимірний процес 
броунівського руху з нульовим вектором 
математичних сподівань ( ) 0MW t =  і 

кореляційною матрицею 2
1

(1) (1)
r

ijMW W σ σ′ = = , 

символ “
U

⇒ ” означає слабку збіжність у 
рівномірній топології. 
 2) Послідовність (за параметром n) функцій 
розподілу часу обробки у вузлах мережі  

( )( ) ( )n n
i iG nt G t=   слабко збігається до граничної 

( ) ( ) ( )
d

n
i in

G t G t
→∞
⇒ ,  1,2,...,i r= . 

 Нехай для будь-яких випадкових векторів 
1( ,..., )rξ ξ ξ′ = , 1( ,..., )rη η η′ =  

( ),R M Mξ η ξη ξ′= − Mη′ , 

і для випадкових матриць 
1

( ) ( )
ri

jt tξΞ = , 

1
( ) ( )

ri
jH t tη= , компоненти яких залежать від 

часу 0t ≥  
( ) ( ) ( )( ), ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]R s H t M s H t s H tλ λ′ ′Ξ = Ξ Δ −Ξ Δ , 

де 
1

( ) ( )
ri

js M sξΞ = , 
1

( ) ( )
ri

jH t M tη= , 

1
( )

r
i ijλ λ δΔ =  – деяка фіксована (невипадкова) 

діагональна матриця. 
 Щоб для ( ( ), ( ))n nX t S t′ ′ , 0t ≥  побудувати 
апроксимативний процес, необхідні два 
незалежні гауссівські процеси: 

( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 1

0 0

( ), ( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( )

( ( ) ( ), ( ) ( ))

d

r r

t td

t t t t t t

dW u P t u dW u A t u

ξ η ξ ξ η η′ ′ = =

′ ′= − −∫ ∫
і  

( ) ( )(2) (2) (2) (2) (2) (2)
1 1( ), ( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( )r rt t t t t tξ η ξ ξ η η′ ′ = , 

які мають нульові середні значення і наступні 
кореляційні характеристики: 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( )
t

R t t R u u duξ ξ χ χ= ∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( )
t

R t t R u u duη η = Γ Γ∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( )
t

R t t R u u duξ η χ= Γ∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( - )
s

R s t R u u t s duξ ξ χ χ= +∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( - )
s

R s t R u u t s duξ η χ= Γ +∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( - )
s

R s t R u u t s duη η = Γ Γ +∫ , 

( ) ( ) ( )(2) (2)

0

( , ) ( ), ( - )
s

R s t R u u t s duη ξ χ= Γ +∫ , s t< . 

 Розглянемо послідовність випадкових 
процесів ( ) ( )( ( ), ( ))n nt tξ η′ ′ , 1,2,...n = , де 

( ) 1/2 ( )

0

( ) ( ( ) ( ) )
t

n n nt n X nt n P u duξ λ−′ ′ ′= − ∫ , 

( ) 1/2 ( )

0

( ) ( ( ) ( ) )
t

n n nt n S nt n A u duη λ−′ ′ ′= − ∫ , 

( ) ( ) ( )n nP t P nt= , ( ) ( ) ( )n nA t A nt= , матриці 
( ) , ( )n nP t A t  визначаються так само, як ( )P t  і 

( )A t   із заміною функції розподілу ( )iG t  на 
( )n

iG t . 

 За визначенням ( ) ( )( ( ), ( ))n nt tξ η′ ′  представляє 
собою нормований процес обробки інформації та 
накопичення прибутку в мережі типу 

( ) ( )| |
rn nG GI⎡ ⎤∞⎣ ⎦ . Мережі такого типу 

використовуються при моделюванні 
інформаційно-обчислювальних мереж та мереж 
зв’язку ([3], [4], [5]). 
 

3. Постановка оптимізаційних задач 
 

 При умові 1) на багатовимірний вхідний потік 
( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )rt t t tν ν ν ν′ =  і умові 2) на функції 

розподілу часу обробки інформації [ ]| | rG GI ∞  – 
мережа функціонує у перевантаженому режимі.
 Будемо вважати, що ми можемо керувати 
інтенсивностями вхідних потоків на окремі вузли 

0, 1,2,...,i i rλ ≥ = , залишаючи при цьому сталу 
інтенсивність сумарного потоку в мережу 

1 ... 0rλ λΛ = + + > . Тоді процес керування 
зводиться до вибору вектора 

( )1
1

,..., , 0, 1
l

r i i
i

h h h h h
=

′ = ≥ =∑ , де /i ih λ= Λ , 

1,...,i r= . Нехай , 1,...,iC i r=  – прибуток від 
обробки одного інформаційного потоку в і-ому 
вузлі, ( ) ( , ) ( )n n

i im h t MS nt= , 1,...,i r=  – 
математичне сподівання числа пакетів, що 
завершили обробку в і-ому вузлі на проміжку 
часу [0, ]nt  при фіксованому керуванні 
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( )1,..., rh h h′ = , ( ) ( )

1
( , ) ( , )

r
n n

i i
i

M h t C m h t
=

=∑  – 

середній прибуток від роботи всієї мережі типу 
( ) ( )| |

rn nG GI⎡ ⎤∞⎣ ⎦  за час nt . Тоді в перехідному 

режимі важливою буде оптимізаційна задача: 
            1 ( )( , ) lim ( , ) maxn

n
M h t n M h t−

→∞
= → ,          (1) 

при умові 
            1 2 ... 1, 0, 1,...,r ih h h h i r+ + + = ≥ = .          (2) 
 Співвідношенням (1), (2) можна дати 
наступну інтерпретацію: при фіксованій сумарній 
інтенсивності вхідного потоку треба так 
розподілити її між вузлами мережі, щоб середній 
прибуток був максимальним. Очевидно, 
розв’язок задачі максимізації прибутку h+  в 
перехідному режимі буде залежати від t , 

( )h h t+ += . 
 Враховуючи те, що мережі обробки 
інформації функціонують “достатньо довгий 
час”, більш змістовною буде наступна 
постановка: 
                1( ) lim ( , ) max

t
M h t M h t−

→∞
= → ,              (3) 

при умові 
            1 2 ... 1, 0, 1,...,r ih h h h i r+ + + = ≥ = .           (4) 
 Оптимізаційну задачу (3), (4) будемо називати 
максимізацією прибутку у стаціонарному 
режимі.  
 

4. Процес обробки інформації і накопичення 
прибутку в мережі типу [ ]| | rG GI ∞  

 
 Для того, щоб вивчати процес обробки 
інформації у [ ]| | rG GI ∞ – мережі 

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )rX t X t X t X t′ =  сумісно з процесом 
накопичення прибутку 

( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )rS t S t S t S t′ = , треба до компонент 

вектора ( )m tχ  додати компоненти  вектора  

( ) ( )1 2( ) ( ), ( ),..., ( )m m m m
rt t t tγ γ γ γ

′
= , де ( )m

i tγ – число 

відвідувань i-го стану на проміжку часу [0,t] 
напівмарковським процесом ( )my t . 
 Позначимо через , ( )m k tγ , 1,2,...k =  
послідовність незалежних випадко-вих процесів, 
скінченновимірні розподіли яких співпадають з 

( )m tγ . Тоді при умові, що у початковий момент 

часу 0t =  [ ]| | rG GI ∞ – мережа порожня і 

фіксована траєкторія вхідного потоку, для 
( ( ) , ( ))X t S t′ ′  маємо подання 

( ) ( )( )
( )

, ,

1 1
( ( ), ( )) [ ] ,[ ]

tr md
m k m m k m

k k
m k

X t S t t t
ν

χ τ γ τ
= =

′ ′ ′ ′= − −∑ ∑ . 

Позначимо через  ( ) ( )( , , )
m mm t tt x y Mx yχ γΦ = ⋅ , 

1,2,...,m r=   генератрису 2r-вимірного вектора 

( ) ( )( ) , ( )m mt tχ γ
′ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

( )1 2, ,..., ,rx x x x′ = ( )1 2, ,..., ry y y y′ = , 1, 1x y≤ ≤ . 
Для вивчення одновимірних розподілів процесу 

( ) ( )( ) , ( )m mt tχ γ
′ ′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 0t ≥  важливе значення має 

наступний результат. 
 Лема 1. Функції  ( , , )m t x yΦ , 1,2,...,m r=   є 
єдиним розв’язком системи інтегральних рівнянь 
                  ( , , ) [1 ( )]m

m mt x y x G tΦ = − +                 (5) 

1
1 0

( ) ( , , ) ( )
tr

j
m m m j m mr m

j
y dG u p t u x y y p G t+

=

+ Φ − +∑∫ , 

                      1,2,...,m r= . 
 Доведення леми базується на властивостях 
гіллястого процесу Беллмана-Харріса, який 
описаний в роботі [6]. 
 В термінах перетворень Лапласа систему (5) 
можна розв’язати в явному вигляді. 
 Нехай 

0

( , , ) ( , , )m m sts x y t x y e dt
∞

−Φ = Φ∫ , 

0

( ) ( )st
m mG s e dG t

∞
−= ∫ ,  1,2,...,m r= , 

перетворення Лапласа і Лапласа-Стільтьєса 
функцій ( , , )m t x yΦ  і ( )mG t  відповідно. В 
термінах перетворень Лапласа рівняння (5) має 
вигляд 

                   1 ( )( , , )m m
m

G ss x y x
s

−
Φ = +                 (6) 

   1
1

1( ) ( , , ) ( )
r

j
m m m j m mr m

j
y G s p s x y y p G s

s+
=

+ Φ +∑ ,    

1,2,...,m r= . 
Введемо позначення: 

1( , , ) ( ( , , ),..., ( , , ))rs x y s x y s x y′Φ = Φ Φ , 

1 1( (1 ( ))) ( (1 ( )),..., (1 ( )))r rx G s x G s x G s′− = − − , 

1 1
( ) , ( ( )) ( )

r r
mk m mk my y G s G sδ δΔ = Δ = , 

1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( ),..., ( ))r r r r r ryp G s y p G s y p G s+ + +′ = . 
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Тоді у векторно-матричному вигляді система (6) 
має такий запис 

           
( )

1

( , , ) ( ) ( ( )) , ,
1[( (1 ( ))) ( ( ))].r

s x y y G s P s x y

x G s yp G s
s +

Φ = Δ Δ Φ +

+ − +
       (7) 

З рівняння (7) випливає такий результат. 
 Наслідок 1. В термінах перетворень Лапласа 
розв’язок системи (5) має такий вигляд 

          ( ) ( ) -11( , , ) [ - ( ) ]s x y I y G s P
s

Φ = Δ Δ ×           (8) 

1[( (1 ( )) ( ( ))]rx G s yp G s+× − + . 
 Нехай ( , ) ( , , 1)m ms x s xΦ =Φ ,  1,2,...,m r= ,  
1 (1,1,...,1)′ =  – r-вимірний вектор, складений з 

одиниць; ( )1( , ) ( , ),..., ( , )rs x s x s xΦ = Φ Φ . Тоді з (8) 

випливає, що  

                 ( ) -11( , ) [ - ( ) ]s x I G s P
s

Φ = Δ ×                (9) 

1[( (1 ( )) ( ( ))]rx G s p G s+× − + . 
Покомпонентно рівність (9) означає 

( 1) 1
1 1

1 ( )( , ) ( )m
m

G ss x x G s
s

− −
Φ = +  

( 1) 2
2 2

1 ( )( ) ...m
G sx G s
s

− −
+ + +

( 1) ( 1)
1

1

1 ( ) 1( ) ( ) ( ) ,
r

r
r mr m j j j r

j

G sx G s G s G s p
s s

− −
+

=

−
+ + ∑  

1,2,...,m r= , 

де  ( )( 1) 1
1

( ) [ ( ) ]
r

i jG s I G s P− −= − Δ . 

 Для факторіальних моментів першого і 
другого порядку приймемо наступні позначення: 

2

1 1
1 1

( , , ) ( , , )( ) , ( )
m m

m m
x x
y y

t x y t x yA t B t
y x yα α β
α α β

= =
= =

∂Φ ∂ Φ
= =

∂ ∂ ∂

, 
2

1
1

( , , ) ( )
m

m
x
y

t x y D t
y y α β
α β

=
=

∂ Φ
=

∂ ∂
,  , , 1,2,...,m rα β = . 

З леми 1 випливає, що функції 
( ) , ( ) , ( )m m mA t B t D tα α β α β ,  , , 1,2,...,m rα β =  можна 

задавати як єдиний розв’язок систем 
інтегральних рівнянь: 

  
1 0

( ) ( ) ( ) ( )
tr

m j
m m j m m

j
A t dG u p A t u G tα α αδ

=

= − +∑∫ ,  (10) 

1 0

( ) ( ) ( )
tr

m j
m m j

j
D t dG u p D t uα β α β

=

= − +∑∫  

             
1 0

( ) ( )
tr

j
m m m j

j
dG u p A t uβ αδ

=

+ − +∑∫             (11) 

1 0

( ) ( ),
tr

j
m m m j

j
dG u p A t uα βδ

=

+ −∑∫  

          
1 0

( ) ( ) ( )
tr

m j
m m j

j
B t dG u p B t uα β α β

=

= − +∑∫        (12) 

1 0

( ) ( ) , , , 1,2,..., .
tr

j
m m m j

j
dG u p p t u m rβ αδ α β

=

+ − =∑∫  

 Інший підхід – задавати  ( ) , ( ) , ( )m m mA t B t D tα α β α β   
їх перетвореннями Лапласа  

( ) , ( ) , ( )m m mA s B s D sα α β α β ,  , , 1,2,...,m rα β = . 

 Нехай  1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )),rA s A s A s A sα α α α′ =   
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )),rD s D s D s D sα β α β α β α β′ =

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( )),rB s B s B s B sα β α β α β α β′ =   

, 1

r
ij i i j

Iα αδ δ
=

=  – матрця розміром r r× , на 

головній діагоналі якої елемент з номером “α ” 
дорівнює одиниці, а інші елементи матриці 
дорівнюють нулю. Тоді з (10) – (12) маємо: 

          ( ) 11( ) ( )[ ( ) ]A s G s I G s P e
sα α α

−= − Δ ,        (13) 

           ( ) 11( ) ( )[ ( ) ]D s G s I G s P
sα β α

−= − Δ ×  

           ( ) ( ) 1( ) [ ( ) ]I G s P I G s P eβ α
−× Δ − Δ +         (14) 

( ) 11 ( )[ ( ) ]G s I G s P
s β

−+ − Δ ×  

( ) ( ) 1( ) [ ( ) ] ,I G s P I G s P eα β
−× Δ − Δ  

       ( ) 11- ( )( ) [ ( ) ]G sB s I G s P
s
α

α β
−= − Δ ×         (15) 

( ) ( ) 1( ) [ ( ) ]I G s P I G s P eβ α
−× Δ − Δ . 

 Зазначимо, що формули (13) – (15) задають 
перші два моменти процесу  
(( ( )) ,( ( )) ), 0m mt t tχ γ′ ′ ≥  через параметри 
стохастичної мережі. 
 Перейдемо тепер до аналізу 
скінченновимірних розподілів процесу 

( ) ( )( ( ) , ( ) ) , 0.m mt t tχ γ
′ ′

≥  

 Нехай  10 ... Nt t< < <  деякі фіксовані моменти 
часу і  

1( ,..., , (1), (1),..., ( ) , ( ))m
Nt t x y x N y NΦ =  

( ) ( )

1
( ) ( )

N m mt tk k

k
M x k y kχ γ

=

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ , 
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1 1( ) ( ( ),..., ( )), ( ) ( ( ),..., ( )),r rx k x k x k y k y k y k′ ′= =  
( ) 1, ( ) 1,x k y k≤ ≤  

1,2,...,k N=  – багатовимірна генератриса вектора  

( ) ( ) ( ) ( )1 1( ( ) , ( ) ,..., ( ) , ( ) ).m m m m
N Nt t t tχ γ χ γ

′ ′ ′ ′
 

При визначенні генератрис ( )mΦ ⋅ , 1,2,...,m r=  
через локальні характеристики процесу 

( ) ( )( ) , ( ) , 0 m mt t tχ γ
′ ′⎛ ⎞ ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
 важливе значення має 

наступний результат. 
 Лема 2. Генератриси  

1( ,..., , (1), (1),..., ( ) , ( ))m
Nt t x y x N y NΦ , 1,2,...,N =  

10 ... Nt t< < <  є єдиним розв’язком 
взаємопов’язаних систем інтегральних рівнянь 

1( ,..., , (1), (1),..., ( ) , ( ))m
Nt t x y x N y NΦ =  
= (1) ... ( )m my y N⋅ ⋅ ×  

1

1
10

[ ( ,..., , (1), (1),..., ( ), ( ))
t r

j
m j N

j
p t u t u x y x N y N

=

× Φ − − +∑∫  

                        1] ( )mr mp dG u++ +                          (16) 
1

1
(1) ... ( ) ( 1) ... ( )

N

m m m m
k

x x k y k y N
−

=

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ×∑  

1

1
1

[ ( ,..., ,
tk r

j
m j k N

jtk

p t u t u
+

+
=

× Φ − −∑∫  

( 1), ( 1),..., ( ), ( ))x k y k x N y N+ + +  

1] ( ) (1) ... ( )[1 ( )]mr m m m m Np dG u x x k G t++ + ⋅ ⋅ − , 
1,2,...,m r= ;  1,2,...N = . 

 Скінченновимірні розподіли вектора 

( )( ), ( )m mt tχ γ′ ′ , 0t ≥  визначають 

скінченновимірні розподіли процесу обробки 
інформації і накопичення прибутку ( ( ) , ( ))X t S t′ ′  

в мережі типу [ ]| | rG GI ∞ .  
 Якщо у початковий момент часу 0t =  
[ ]| | rG GI ∞  – мережа порожня і фіксована 
траєкторія вхідного потоку ( )1( ) ( ),..., ( )rt t tν ν ν′ = , 
то для будь-якої послідовності моментів часу 

10 ... Nt t< < <  

1 1( ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ))
d

N NX t S t X t S t X t S tα α′ ′ ′ ′ ′ ′ =  
( )1

, ,
1 1

1 1
( ([ ( )] ,[ ( )] ),...

tr md
m k m m k m

k k
m k

t t
ν

χ τ γ τ
= =

′ ′= − −∑ ∑   (17) 

( )
, ,

1
..., ([ ( )] ,[ ( )] ),...

tm
m k m m k m

k k
k

t t
ν α

α αχ τ γ τ
=

′ ′− −∑  

( )
, ,

1
..., ([ ( )] ,[ ( )] ))

tm N
m k m m k m

N k N k
k

t t
ν

χ τ γ τ
=

′ ′− −∑ . 

 Нехай 1( ,..., , (1), (1),..., ( ), ( ))Nt t x y x N y NΦ  
генератриса вектора 

1 1( ( ), ( ),..., ( ), ( ))N NX t S t X t S t′ ′ ′ ′ . Тоді з (17)  
випливає  
         1( ,..., , (1), (1),..., ( ), ( ))Nt t x y x N y NΦ =        (18) 

( )

1 1 ( ) 11

( ,...
tr N m

m m
k

m k tm

M t
ν α

α
α ν α

τ
= = = +−

⎧⎪= Φ −⎨
⎪⎩
∏∏ ∏  

( ) ( ) }..., , , ,..., ( ), ( ))m
N kt x y x N y Nτ α α− . 

 Розглянемо окремо частковий випадок 2N = . 
З леми 2 і подання (18) випливає наступний 
результат. 
 Наслідок 2. Для будь-яких  0 s t< <  
генератрису  

( , , (1), (1), (2), (2))s t x y x yΦ  двовимірного 
розподілу процесу ( , )X S′ ′  можна подати у 
вигляді 
                ( , , (1) , (1), (2), (2))s t x y x yΦ =               (19) 

( )

1 1
( , , (1), (1), (2), (2))

sr m
m m m

k k
m k

M s t x y x y
ν

τ τ
= =

⎧⎪= Φ − − ×⎨
⎪⎩

∏ ∏
( )

( ) 1
( , (2), (2))

tm
m m

k
k sm

t x y
ν

ν
τ

= +

⎫⎪× Φ − ⎬
⎪⎭

∏ , 

де генератриси ( , , (1), (1), (2), (2))m s t x y x yΦ , 
1,2,...,m r=  однозначно визначаються системою 

інтегральних рівнянь 
    ( , , (1), (1), (2), (2)) (1) (2)m

m ms t x y x y y yΦ = ×     (20) 

10

[ ( - , - , (1), (1), (2), (2))
s r

j
m j

j
p s u t u x y x y

=

× Φ +∑∫  

1] ( ) (1) (2)mr m m mp dG u x y++ + ×  

1
10

[ ( - , (2), (2)) ] ( )
t r

j
m j mr m

j
p t u x y p dG u+

=

× Φ + +∑∫  

(1) (2)[1 ( )]m m mx x G t+ − ,  1,2,...,m r= . 
 

5. Гауссівська апроксимація режиму 
критичного  навантаження в мережі 

 
 В наступній теоремі показано, що 
апроксимативним процесом для нормованого 
процесу обробки інформації та накопичення 

прибутку буде ( )(1) (2) (1) (2)( ) ( ), ( ) ( )t t t tξ ξ η η′ ′ ′ ′+ + . 

 Теорема 1.  Нехай стохастична мережа типу 
( ) ( )| |

rn nG GI⎡ ⎤∞⎣ ⎦  у початковий момент часу 

порожня, задовольняє умовам 1), 2) і 
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спектральний радіус матриці маршрутизації  P 
строго менший 1. Тоді на будь-якому 
скінченному проміжку [0, ]T  послідовність 

випадкових процесів ( )( ) ( )( ), ( )n nt tξ η′ ′ , 1n ≥ , 

слабко збігається у рівномірній топології до 

( )(1) (2) (1) (2)( ) ( ), ( ) ( )t t t tξ ξ η η′ ′ ′ ′+ + . 

 Доведення теореми базується на лемі 3 і 
проводиться з використанням апарату 
характеристичних функцій. Збіжність 
скінченновимірних розподілів посилюється до 
збіжності функціоналів так само, як це було 
зроблено в роботі [7]. 
 Розглянемо спочатку один допоміжний 
результат, пов’язаний з гауссівською 

компонентою ( )(1) (1)( ), ( )t tξ η′ ′  граничного 

процесу. 
 Лема 3.  Скінченновимірні розподіли 2r-
вимірного випадкового процесу 

( )(1) (2)( ) ( ) , ( )t t tζ ζ ζ′ ′′ = =  

0 0

( ) ( ), ( ) ( )
t t

dW u P t u dW u A t u
⎛ ⎞

′ ′= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  

співпадають із скінченновимірними розподілами 

гауссівського процесу ( )(1) (1)( ), ( )t tξ η′ ′ . 

 Лема 3 вказує на те, що компонента  

( )(1) (1)( ), ( )t tξ η′ ′  граничного процесу пов’язана з 

флуктуаціями вхідного потоку. 
 В процесі перетворень кореляційних матриць 
потрібен наступний результат технічного 
характеру. 

 Лема 4. Нехай 
1

rm
iA a= , 

1

rm
iB b=  - дві 

квадратні матриці розміром r r× , 

( )1 2, ,...,m m m m
ra a a a′ = , ( )1 2, ,...,m m m m

rb b b b′ =  - 

вектор-рядки цих матриць. Тоді для будь-яких 
1 2, ,..., mλ λ λ  

                     
1

( )
r

m m
m

m
a b A Bλ λ

=

′ ′= Δ∑ ,                  (21) 

де ( ) r
m mk iλ λ δΔ =  - діагональна матриця. 

 Формулу (21) можна довести прямим 
підрахунком компонент матриць, що стоять зліва 
і справа у цій формулі. 
 Зазначимо, що підрахунок кореляційних 
характеристик апроксимативного процесу 
зводиться до розв’язку систем інтегральних 
рівнянь типу марковського відновлення, які 

представлені співвідношеннями (10) – (12). 
Таким чином через керуючі параметри 
[ ]| | rG GI ∞ – мережі вони визначені 
опосередковано. Явний вигляд цих 
характеристик можна виписати при переході до 
границі за часом ( )t →∞ . 
 Побудуємо розрахункові формули для 
функціоналів ( , ), ( )M h t M h , ( )1,..., rh h h′ = . 
 Нехай [0, ]TD  – простір функцій без розривів 
другого роду, що визначені на проміжку [0, ]T , 

[0, ]
( ( ), ( )) sup ( ) ( )T

t T
x t y t x t y tρ

∈
= −  – рівномірна 

метрика в цьому просторі. Розглянемо для 
вхідного потоку ( ) ( )n tν  наступну умову: 
а) для будь-якого  0T >  

1 ( )lim ( ( ), ) 0, 1,...,n
Tn

n M t t rα αρ ν λ α−

→∞
= = . 

 Тоді з подання процесу накопичення у вигляді  
( ) ,( )

( ) ( ) ,

1 1
( ) ( )

n n mtr md
n n m k k

m k
S t t

n

ν τ
γ

= =

= −∑ ∑  

випливає такий результат. 

 Лема 5. Нехай  ( ) ( )| |
rn nG GI⎡ ⎤∞⎣ ⎦  – мережа у 

початковий момент часу порожня, спектральний 
радіус матриці маршрутизації строго менший 1 і 
виконуються умови  2), а). Тоді 

1 ( ) ( )

1 0

( ) ( ) (1)
tr

n n m
m

m
n MS t h A u du oα α
−

=

= Λ +∑ ∫ . 

При виконанні умов леми 5 
1 ( )

0

lim ( , ) ( )
t

n

n
n M h t h A u duC−

→∞
′= Λ ∫ , 

де  1( ,..., )rC C C′ = , а компоненти матриці 

1
( ) ( )

rm
iA t A t=  визначаються своїми 

перетвореннями Лапласа (див. (13)) 

( ) ( )1
1

1( ) ( ) [ ( ) ] ( )
rmA s A s I G s P G s

sα
−= = − Δ Δ , 

де ( )
1

( ) ( )
r

mG s G sα αδΔ = , 
0

( ) ( )stG s e dG tα α

∞
−= ∫  – 

перетворення Лапласа-Стільтьєса функції 
розподілу ( )G tα ,  1,...,rα = . 
 За визначенням функції ( )mA tα  монотонно 
неспадкі і тому 

1 1

0
0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) ( )
t t s

t A u du A t sA s I P
∞

− −

→∞ →∞ → +
= = = −∫ . 

 Підсумком проведеного аналізу є такий 
результат. 
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 Наслідок 3. При виконанні умов леми 5 
оптимізаційні задачі (1) – (4) є задачами 
лінійного програмування, цільові функції яких 
дорівнюють відповідно 

1

0

( , ) ( ) , ( ) ( )
t

M h t h A u duC M h h I P C−′ ′= Λ = Λ −∫ . 

6. Висновок 
 

 У роботі на основі теореми 1 побудовано 
апроксимативний процес для перевантаженого 

режиму роботи мережі типу ( ) ( )| |
rn nG GI⎡ ⎤∞⎣ ⎦ . 

Цей  процес  використовується   для     побудови 

 цільових функцій в оптимізаційних задачах. Так 
у наслідку 3 виписані цільові функції для задачі 
максимізації прибутку у перехідному та 
стаціонарному режимах при загальних умовах на 
параметри моделі. Одержані результати можуть 
знайти застосування при розв’язуванні сучасних 
практичних задач, пов’язаних з оптимальним 
керуванням складними технологічними 
процесами, вибором оптимальної структури 
інформаційних потоків у мережах мобільного 
зв’язку та інформаційно-обчислювальних 
системах і мережах. 
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