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Розглядається вплив умов закріплення ортотропної оболонки обертання з ортотропною 

електропровідністю на її напружено-деформівний стан в нестаціонарному магнітному полі. 
Проведено аналіз отриманих результатів. 

 Ключові слова: ортотропна оболонка,  магнітне поле, магнітопружність. 
 
The solving of boundary value problems of magnetoelasticity theory of thin shells with finite electrical 

conductivity in a nonlinear formulation is connected with the large computational difficulties. This is 
because of the fact that the system is related, which describes the stress-strain state of the shell. 

It consists of the equations of motion and electrodynamics. The volume force of Lorentz is present in the 
equations of motion. The electrodynamics equations contain the derivatives of displacements in time. 

Besides, it is a nonlinear mixed hyperbolic-parabolic system of differential equations of the eighth order 
with variable coefficients.The volumetric forces of Lorentz are nonlinear. They are chaning depending on the 
deformation of the middle surface and changes of the time coordinate. 

The offered technique for solving nonlinear problems of numerical of magnetoelasticity shell theory is 
based on the consistent application of finite-difference scheme of Newmark, the method of quasilinearization 
and the method of discrete-orthogonalization.  

In article the influence of the method of fixing the orthoropict shell with orthotropic electrocondactivity to 
her stress-strain state in the no stationary magnetic field is considered. The analysis results has been 
carried. 

Key Words: orthotropic shell, magnetic field, magnetoelastisity. 
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Вступ 

Циліндричні оболонки обертання мають 
широке застосування у вигляді структурних 
елементів у різних сучасних технологіях, 
вимоги до яких зростають. Тому виникає 
велика необхідність у розробці ефективних 
методів проведення аналізу напружено-
деформівного стану струмопровідної ортот-
ропної циліндричної оболонки обертання, яка 
знаходиться в магнітному полі в осеси-
метричній постановці. 

В даній статті приведено розв’язувальну 
систему рівнянь магнітопружності осесимет-
ричних ортотропних циліндричних оболонок 
обертання та запропонована методика її 
розв'язання. Проведено аналіз впливу різних 
способів закріплення контуру на напружено-

деформівний стан ортотропної циліндричної 
оболонки обертання в нелінійному магнітному 
полі. 

При побудові розв'язувальної системи 
ортотропної циліндричної оболонки враховує-
ться також ортотропна електропровідність. 

 
Постановка задачі. Розглянемо гнучку 

ортотропну циліндричну оболонку змінної 
товщини з ортотропною електропровідністю. 
Вважаємо, що тіло знаходиться у зовнішньому 
магнітному полі під дією механічних 
навантажень. Нехтуємо впливом процесів 
поляризації і намагнічування. 

Серединну поверхню оболонки в 
недеформованому стані віднесемо до криво-
лінійної системи координат s і , де s − 
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довжина дуги меридіана,   − центральний 
кут. Координатні лінії consts  , 

const є лініями головних кривизн 
серединної поверхні. 

Електромагнітні властивості матеріалу 
характеризуються тензорами електричної 
провідності ij діелектричної проникливості 

ij  та магнітної проникливості ij . 
Розглядаємо тіла з ромбічною кристалічною 
структурою. Виходячи з кристалографії [2] 
тензори ij , ij , ij приймають діагональ-
ний вигляд. 

Враховуючи діагональний вигляд 
тензорів, геометрію циліндричної оболонки і 
згідно роботам [1,3] розв'язувальна система 
рівнянь магнітопружності осесиметричної 
ортотропної оболонки обертання має вигляд: 
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Де wu,  – переміщення; sN  – нормальні 
зусилля; sQ  – поперечні зусилля; sM  – 
згинальний момент; s  – кут повороту 
нормалі; )( shh  – товщина оболонки;    – 
густина матеріалу; )(sr  – радіус кола 
оболонки;  ,s  – коефіцієнти Пуассона; 

ees ,  – модулі Юнга; iF  – механічна сила; 

E  – компонента напруженості електричного 
поля; B  – нормальна складова магнітної 

індукції; 
sB , 

sB  – відомі складові магнітної 
індукції на поверхнях оболонки; CTJ – 
складова густини стороннього електричного 
струму.  

Отримана розв'язувальна система неліній-
них диференціальних рівнянь восьмого 
порядку описує напружено-деформівний стан 
гнучкої струмонесучої ортотропної циліндр-
ричної оболонки з ортотропною електро-
провідністю. 

 
Алгоритм чисельного розв'язання 

осесиметричних задач оболонок обертання. 
Крайові задачі даного класу розв'язується 

чисельно відповідно до методики, яка 
ґрунтується на основі послідовного 
застосування схеми Ньюмарка [6], методу 
квазілінеаризації[4] та методу дискретної 
ортогоналізації [5]. 

На першому кроці, у системі диферен-
ціальних рівнянь в частинних похідних зі 
змінними коефіцієнтами, щоб відокремити 
змінні за часом, використовуємо неявну схему 
Ньюмарка для інтегрування магнітопружних 
рівнянь.  

На наступному кроці застосовуємо метод 
квазілінеаризації, за допомогою якого 
нелінійна задача замінюється послідовністю 
лінійних крайових задач. 

Кожна з лінійних задач розв'язується 
чисельно стійким методом дискретної ортого-
налізації. Спочатку, за початкове наближення 
за часом вибирається розв'язок лінійної задачі, 
на наступному етапі − обираються розв'язки 
отримані на попередньому кроці. Така схема 
значно зменшується кількість ітерацій, 
необхідних для розв'язання цієї задачі. 

 
Числовий приклад. 
Розглянемо задачу про напружено-

деформівний стан циліндричної оболонки з 
кадмію змінної товщини 

)sin3.01(105 4

l
sh 

  м  (l − довжина обо-

лонки). Оболонка знаходиться під впливом 
нормального навантаження 3101P н/м² і 
зовнішнього електричного струму 

)sin(101 5 tJ cò   А/м². Дослідимо вплив 
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закріплення контурів на напружено-
деформівний стан даної оболонки. 

 Розглянемо, для прикладу, наступні 
випадки  граничних умов:  
1) 0,101,0 3  ss MQu ; tB  sin5,0   
 при    0ss   

0 sMwu ;   0B        при      Nss  . 

2) 0,101,0 3  ss MQu ; tB  sin5,0   

 при    0ss        
0 swu  ;   0B        при     Nss  . 

3) 0,101,0 3  sss MQN ; tB  sin5,0   

  при    0ss   
0 sMwu ;   0B         при    Nss  . 

4) 0,101,0 3  sss MQN ;  

   B
t
uBB

t
wE ss 


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
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 5,0  при 0ss    

0 sMwu ; 0B                   при    Nss  . 

5) 0,101,0 3  sss QN  ;  

   B
t
uBB

t
wE ss 





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0 sMwu ;   0B         при    Nss  . 
Параметри оболонки і матеріалу взяті 

наступні: 
ìS 00  ; ìSN 5,0 ; 116,314  ñ  ; TBs 1,0  

210 /101,8 ìÍes  ; 210 /1082,2 ìÍe  ; 

3,0s ;    3,0 ;    3/8640 ìêã ; 

ìÃí /10256,1 6 ;   18
1 10147,0  ìÎì ;   

     18
2 10147,0  ìÎì ; 

Розв'язок задачі отримано на інтервалі 
часу ñt 2101  , крок інтегрування за часом 

ct 3101  . 
Результати розв'язку розглянутої задачі 

приведені нижче у вигляді графіків. На Рис.1-5 
приведені графіки зміни прогину w в 
залежності від часу t на лівому контурі при 

ìs 0 . На Рис. 1 та Рис. 2 зображено зміну 
прогину для першого та другого випадку 
граничних умов. На лівому контурі у обох 
випадках задаються граничні умови у 
переміщеннях і зусиллях. Графіки подібні, але 
оскільки у першому випадку на правому кінці 
маємо шарнірне закріплення, а у другому 
випадку жорстке закріплення, то на графіках 
спостерігаються деякі відмінності. На Рис.1 
відношення прогину 76.1/ hw , а на Рис.2 

78.1/ hw , що відповідає геометричній 
нелінійності. На Рис 3. представлено 
результати при жорсткому защемленні зліва. 
Графік отримали випуклим угору. 
Максимальні значення досягаються при 

ct 3104  . Абсолютне значення 73.1/ hw . 
На Рис. 4 представлені результати для випадку 
4. У цьому випадку, зліва маємо граничну 
умову у зусиллях і моментах, а також умова не 
протікання струму через контур в нелінійній 
формі. Максимальне значення досягається на 4 
ітерації, а потім зростає. Абсолютне значення 

73.1/ hw . На Рис.5 представлені результати 
для випадку 5, у якому зліва задається жорстке 
защемлення з вільним переміщенням по s. У 
цьому випадку відношення прогину 

66.0/ hw  виходить за межі геометрично-
нелінійної теорії і є лінійним. 

 
Рис1. Випадок 1 

 
Рис.2 Випадок 2 

 
Рис.3 Випадок 3 
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Рис.4 Випадок 4 
 

Рис.5 Випадок 5 

Висновки 
В даній статті проведено аналіз впливу 

граничних умов на напружено-деформівний 
стан ортотропної циліндричної оболонки з 
ортотропною електопровідністю. Враховуючи 
проведений аналіз можна відмітити значний 
вплив способу закріплення ортотропної 
оболонки обертання на її напружено-
деформівний стан. Приведені результати 
дають можливість стверджувати про 
ефективність даного підходу до розв'язання 
задач з урахуванням ортотропії, які є досить 
новим класом задач магнітопружності. У 
статті продемонстровано, що дана методика 
може бути застосована при різних граничних 
умовах, і, зокрема, при нелінійних.
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