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Розглянуто задачу відновлення поля (або процесу), що спостерігається на фоні випадкового поля, 

за даними вимірювань (спостережень) скінченої множини датчиків (рецепторів) з нестабільними 
характеристиками; крім того, дані вимірювань містять адитивну шумову компоненту. В якості 
розв’язку запропоновано парето-оптимальні оцінки, отримані в ході вирішення двокритеріальної 
задачі мінімізації рівня шумового фону (дисперсії) шуканої оцінки і величини її операторної нев’язки.  
Досліджено властивості побудованих оцінок, розглянуто часткові випадки.  

Ключові слова: обробка і інтерпретація експериментальних даних, похибки вимірювань, 
нестабільні характеристики,  парето-оптимальне оцінювання.  
 
   The problem that is actual for practical application of the restoration of field (or process) observed on a 
background of random field on measurements (observations) of finite set of sensors (receptors) with unstable 
characteristics is considered; besides, measurements’ data contain an additive noise component. In 
mathematical terms, the problem is reduced to the estimation of a linear functional on a finite set of values of 
other linear functionals by function that contains an additive random component; the functionals’ kernels 
are unstable and values are distorted by random errors. Pareto-optimal estimates obtained through solving 
the problem of two-criterion minimization of background noise level (variance) of the desired estimates and 
its operator residual are suggested as solution. Properties of estimates obtained are studied, 
recommendations on the estimate choice of the continuum of Pareto-optimal estimates are suggested, 
particular cases important for the practical application are considered. 
   Key words: processing and interpretation of experimental data, measurement’s error, unstable 
characteristics, Pareto-optimal estimation. 
 

Статтю представив д. ф.-м. н., проф. Хусаїнов Д.Я. 
 
Широкий клас задач обробки і інтерпретації 

експериментальних даних [1–4] може бути 
зведений до задачі відновлення поля (або 
процесу) )(xw , DxÎ , mEDÎ , ][)( 2 DLxw Î - 
комплекснозначна функція x , що спостерігається 
в області D  m -вимірного фазового простору 
параметрів mExÎ , за даними вимірювань 
(спостережень) n  датчиків (рецепторів) 

 
ò +=
D

kkk dxxwxqy n)()( , nk ,...,1=                  (1) 

][)( 2 DLxqk Î - комплекснозначні характеристики 
датчиків, nkk ,...,1, =n  - шуми вимірювань. 

   Задача відновлення )(xw  за даними (1)  у 
припущенні, коли характеристики 

)(xqk вимірювальних приладів стабільні, поле 
)(xw детерміноване, а щодо шумів вимірювань 

вважаються відомими їх перші два моменти, 
розглянута в [4], де побудовано псевдоінверсні, 
максимально-правдоподібні, регуляризовані та 
парето-оптимальні розв’язки системи (1), 
встановлений зв’язок між ними. 

Постановка задачі 
   В даній роботі розглядається випадок, коли 
окрім шумів вимірювань kn  в (1)  поле 
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)(xw містить випадкову компоненту, а 
характеристики датчиків )(xqk нестабільні. 
Такого роду припущення широко зустрічаються 
на практиці [1] і значно розширюють коло задач, 
які описуються схемою вимірювань (1). Система 
(1) в цьому випадку приймає вигляд  
 
                   ò +=

D
dxxwxqy n)()( ,                          (2) 

де nT
n Cyyy Î= ),...,( 1 - вектор даних, 

)()()( xxgxq g+= , )()()( xxuxw w+= , 
T

n xgxgxg ))(),...,(()( 1= - вектор-функція 
паспортних характеристик рецепторів (тренд 

))(xq , constxqMxg ¹= ))(()( , 
T

n xxx ))(),...,(()( 1 ggg = - випадкова вектор-
функція (нестабільна компонента) з нульовим 
середнім 0))(( =xM g  і кореляційною матрицею-
функцією ))()((),( xggx *=G xMx  ( M - символ 
математичного сподівання, *  - символ ермітова 
спряження), )(xw - фонове випадкове поле, на 
якому спостерігається )(xu , що підлягає 
оцінюванню. Будемо вважати, що 0))(( =xM w , 

),())()(( xxww xxM W=* . Нарешті, 
nT

n CÎ= ),...,( 1 nnn - вектор шумів спостережень з 
0)( =nM  і RM =*)(nn , 0det ¹R .  

   Для вирішення задачі відновлення поля 
)(xu розглянемо спочатку задачу оцінювання 

деякого  лінійного функціоналу 
 
                    ò=P

D
dxxuxu )()(p ,                           (3) 

)(xp - задана функція, )(xp , )(xu , ][)( 2 DLxg Î , 
),( xxG , ][),( 2 DDLx ´ÎW x  за даними (2) ( задачу 

оцінювання за даними (2) виходу поля )(xu з 
деякого приладу з заданими характеристиками). 
Оцінку uP  будемо шукати у вигляді By , де 

),...,( 1 nbbB = - ваговий вектор, визначений таким 
чином, щоб оцінка Byu =P̂ мала мінімальну 
дисперсію і мінімальну операторну нев’язку, що 
характеризує її зсув. 

Парето-оптимальне оцінювання 

   Для отримання оптимальної лінійної відносно 
даних (2) оцінки функціоналу (3) множенням (2) 
зліва на B перетворимо (2) до вигляду 

ò=
D

dxxuxBy )()(p + ò -
D

dxxuxxBg )())()(( p +      (4) 

+ ò
D

dxxuxB )()(g + ò
D

dxxxBg )()( w + ò
D

dxxxB )()( wg + 

+ nB . 

З рівності (4) видно, що оцінюваний функціонал 
uP  відрізняється від By наступними доданками: 

артефактом =)(uy ò -
D

dxxuxxBg )())()(( p  і 

шумовою складовою 

ò=D
D

dxxuxB )()(g + ò
D

dxxxBg )()( w +    

ò
D

dxxxB )()( wg + nB  з 0=DM .  Оскільки з 

нерівності Шварца випливає 

£-ò
D

dxxuxxBg )())()(( p dxxuxxBg
D

)()()(ò -p £  

2/12
))()(( dxxxBg

D
ò -£ p 2/12

))(( dxxu
D
ò , і функція 

)(xu невідома, вектор B будемо вибирати з умови 
мінімізації операторної нев’язки 

=)(Bj dxxxBg
D

2
)()(ò -p *** P-= BgBKB - 

**P- )( gB *P+ p , dxxgxgK
D

)()(ò *= , яка 

визначає міру близькості синтезованої 
характеристики )(xBg до заданої )(xp . У 
припущенні некорельованості величин )(xg , 

)(xw і n оцінимо рівень шумового фону: 

*DD= MBh )( +W+= ò ò * xxgxg dxdxxRB
D D

)(),()((  

+W+ ò ò * xxx dxdgxxg
D D

)(),()(

))()(),( xxx dxduxux
D D

*ò òG+ *B .  Якщо ввести 

позначення  =WG xxgxg dxdxx
D D
ò ò *W )(),()( ,  

=WK xxx dxdgxxg
D D

)(),()(ò ò *W , а матрицю 

xxx dxduxux
D D

)()(),( *ò òG оцінити величиною Q , 

то *+W+WG+= BQKRBBh )()( .  

   Для побудови парето-оптимальної оцінки 
Byu =P̂ розглянемо наступну задачу 

двокритеріальної мінімізації за Парето 
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ïî

ï
í
ì

®+W+WG+=

®P+P-P-=
*

******

B

B

BQKRBBh

gBBgBKBB

min)()(

min)()( pj
(5) 

розв’язок якої з урахуванням опуклості критеріїв 
задачі (5) і застосуванням підходу, 
запропонованого в [2], можна отримати у вигляді 

1))(( -* +W+WG++P= QKRKgB a , .0 ¥<<a  
Відповідно, парето-оптимальні оцінки uP̂ мають 
вигляд 

,))((ˆ 1 yQKRKgu -* +W+WG++P=P a              (6) 
                           ¥<<a0     

 Можливий і інший варіант визначення 
критеріїв парето-оптимізації, який лишається 
єдиним, коли матриця Q невідома.  Якщо з (4)  
визначити артефакт як     ò +-=

D

xxBgu )()(()( py  

dxxuxB )())(g+ , шумову компоненту, відповідно, 
як ò ò ++=D

D D

BdxxxBdxxxBg nwgw )()()()(  ,  то 

операторна нев’язка визначається як  

-G+=-+= *ò BKBdxxxxgBMB
D

)()())()(()(
2

pgj

,)( ***** P+P-P- pgBBg     ==G ò * dxxx
D

)()( gg  

òG=
D

dxxx ,),(    а рівень шумового фону    =)(Bh  

** +WG+W=DD= BRKBM )( . Двокритеріальна 
задача мінімізації за Парето, яка визначає 
оптимальний ваговий вектор B , має вигляд 
 

ï
ï
î

ïï
í

ì

®W+WG+=

®P+

+P-P-G+=

*

*

*****

B

B

BKRBBh

gBBgBKBB

min)()(

min

)()()(

p

j

. 

ЇЇ розв’язок,  по аналогії з розв’язком задачі (5),  
нескладно отримати у вигляді  
 1))(( -* W+WG++G+P= KRKgB a , ¥<<a0 ,  
і тоді 

,))((ˆ 1 yKRKgu -* W+WG++G+P=P a              (7) 
                             .0 ¥<<a   
   Зауваження 1.  Оцінки  (6)  і (7)  
супроводжуються одночасно незменшуваними 
рівнем шумового фону і величиною операторної 
нев’язки, які мають протилежні тенденції: рівень 
шумового фону )(ah  монотонно спадає до нуля  
із зростанням  a  від 0 до¥ , а величина 
операторної нев’язки )(aj монотонно зростає від 

)0(+j до *Pp . 
   Зауваження 2.Отримані континуальні множини 
парето-оптимальних оцінок (6) і (7) залежать від 
параметра парето-оптимізації ,a  ¥<<a0 , для 
визначення конкретного значення якого 
досліджується множина Парето – параметрична 
залежність )(hj , ¥<<a0 . Вибір конкретного 
значення a  може здійснюватись особою, що 
приймає рішення, і реалізує компроміс між 
зростанням величини операторної нев’язки і 
спаданням рівня шумової компоненти і навпаки. 

Деякі часткові випадки 
   Розглянемо тепер деякі часткові випадки 

задачі(2). 
1. Характеристики )(xq  стабільні, поле 
)(xw не детерміноване, тобто )()( xgxq = , 

0)( =xg . Тоді ,0=G    0=WG      і     з (7) маємо 

,))((ˆ 1 yKRKgu -* W++P=P a .0 ¥<<a  
     2. Характеристики  )(xq  нестабільні, поле 

)(xw  детерміноване, тобто ,0)( =xw  )()( xuxw = . 
Тоді ,0=W ,0=WK  0=WG і (7) перетворюється 
на      ,)(ˆ 1 yRKgu -* +G+P=P a .0 ¥<<a  
     3. Характеристики )(xq стабільні, поле 

)(xw детерміноване, тобто 0)( =xg , ,0)( =xw  
)()( xgxq = , )()( xuxw = . Тоді ,0=G 0=WG , 

,0=W  ,0=WK  і з (7)  отримуємо 
,)(ˆ 1 yRKgu -* +P=P a .0 ¥<<a  

Відновлення поля )(xu  

   Парето-оптимальні оцінки (6) і (7) функціонала 
(3) можуть бути використані для побудови 
парето-оптимальних оцінок функції )(xu за 
даними (2), якщо ввести систему функціоналів 

ò=P
D

z dxxuzxu )(),,( lpl , 0>l , визначивши для 

будь-якої точки Dz intÎ  дійсну невід’ємну 
функцію 

{ }
î
í
ì

Î
Ì<-<-

=
Dxточкахіншихв
Dzxzxx

zx
0

,),(
),,(

llt
lp , 

неперервну по      x   в D ,      при цьому  

ò ò
<-

==
D zx

dxxdxzx
l

tlp 1)(),,( . Тоді, якщо функція 

)(zu неперервна в околі точки Dz intÎ ,  то на 
основі другої теореми про середнє маємо 

òò
<-

===P
l

l tlp
zxD

z dxxuxdxxuzxu )()()(),,(  
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òò
<-<-

=+=
ll

tt
zxzx

dxxuxidxxux )(Im)()(Re)(  

+=+= ò
<-

)(Re))(Im)((Re)( 121 zuzuizudxx
zx l

t  

)(Im 2zui+ , ,1z 2z l<-Î zx  .  Переходячи до 
границі при 0®l , отримуємо 

)()(Im)(Re zuzuzuuz =+®Pl .  Отже,  для будь-
якої  точки Dx intÎ , в околі якої 

)(xu неперервна, можна побудувати систему 
функцій ),,( lp zx таким чином, що з парето-
оптимальних оцінок функціоналу uzlP  в (6) і (7) 
граничним переходом при 0®l можна 
отримати парето-оптимальні оцінки функції 

)(xu у вигляді 

yQKRKgxu 1))(()(ˆ -* +W+WG++P= a             (8) 
,0 ¥<<a  

і 
yKRKgxu 1))(()(ˆ -* W+WG++G+P= a              (9) 

¥<<a0  
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відповідно (вважається, що функції 
nkxgk ,...,1),( =  також неперервні в околі точки 

x ). 

Висновки 
   Таким чином, для задач обробки і інтерпретації 
вимірювань, що задовольняють лінійній схемі 
вимірювань (1), запропоновано парето-
оптимальний підхід до відновлення 
спостережуваного поля (або процесу) у випадку, 
коли це поле спостерігається на фоні 
випадкового поля рецепторами (датчиками) з 
нестабільними характеристиками, а результати 
спостережень (вимірювань) містять випадкові 
похибки. Отримані парето-оптимальні оцінки 
супроводжуються одночасно незменшуваними 
рівнем шумового фону і величиною операторної 
нев’язки. Надано рекомендації щодо вибору 
конкретної оцінки з континуальної множини 
парето-оптимальних оцінок. Розглянуто важливі 
для практичного застосування часткові випадки. 
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