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У роботі розглядаються різницеві системи в тривимірному просторі. Праві частини систем 

являють собою діагональну лінійну частину і нелінійні функції, що задовольняють умові Ліпшиця з 

«досить малою» сталою. Одержано умови, при виконанні яких з асимптотичної стійкості лінійної 

частини слідує асимптотична стійкість положення рівноваги вихідної системи. 

Ключові слова: різницева система, асимптотична стійкість,умови Ліпшиця. 

 

In this paper, we consider a system of three nonlinear differential equations "with a weak nonlinearity." 

By this term refers to a system with a dedicated part of the linear and nonlinear function satisfying the 

Lipschitz condition with a sufficiently small Lipschitz constant. If the non-linear function depends on a single 

argument, which is a linear combination of the phase coordinates, the asymptotic stability in the large of the 

zero equilibrium position is called absolute stability. Conditions for absolute stability of systems of various 

types are studied in detail and published in several papers. Recently difference systems of this type have been 

used for modeling the dynamics of the neural networks. 

We consider the system of difference in three-dimensional space. The right side of the diagonal are the 

linear part and nonlinear functions satisfying Lipschitz with "very low" constant. The conditions under 

which asymptotic stability of linear part follows the asymptotic stability of the equilibrium position of the 

original system. 

Key words: difference system, asymptotic stability, Lipschitz conditions. 
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Вступ 

У цій роботі розглядається система трьох 

нелінійних різницевих рівнянь «зі слабкою 

нелінійністю». За цим терміном розуміються 

системи з виділеною лінійною частиною і 

нелінійної функцією, що задовольняє умові 

Ліпшиця з досить малою постійною Ліпшиця. 

Якщо нелінійна функція залежить від одного 

аргументу, що є лінійною комбінацією фазових 

координат, то асимптотична стійкість в цілому 

нульового положення рівноваги називається 

абсолютною стійкістю. Умови абсолютної 

стійкості систем різного виду досить докладно 

досліджені і опубліковані в ряді робіт, 

наприклад, в роботах [1-4]. Останнім часом 

різницеві системи такого виду стали 

використовуватися при моделюванні динаміки 

нейронних мереж [5,6]. 

Модель в просторі. Система без запізнення. 

Розглянемо різницеву систему, динаміка якої 

описується трьома нелінійними різницевими 

рівняннями. 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2121111111 kyfkyfkyaky  
( )( )

1313 ++ bkyf
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2221212222 kyfkyfkyaky
 

( )( )
2323 ++ bkyf
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2321313333 kyfkyfkyaky
 

( )( ) .++ 3333 bkyf
                    

(1.1) 

Тут 332211 ,, aaa  – сталі, ( )kfij , 3,1=, ji  - 

нелінійні функції, залежні від одного аргументу і 

задовольняють умові Ліпшиця зі сталими ijL , 

3,1=, ji  тобто 

( ) ( ) 3,1=,,Δ≤-Δ+ jiyLyfyyf jijjijjjij  
(1.2) 

Припустимо, що система рівнянь 
( ) ( ) ( ) ( )

1313212111111 =----1 byfyfyfya , 

( ) ( ) ( ) ( )
2323222121222 =----1 byfyfyfya , 

( ) ( ) ( ) ( )
3333232131333 =----1 byfyfyfya (1.3) 

Має єдиний розв’язок точку ( )0
3

0
2

0
10 ,, yyyM , 

0>01y , 0>02y , 0>03y .  
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Зробимо заміну  

( ) ( ) 0
111 += ykxky , ( ) ( ) 0

222 += ykxky , 

( ) ( ) 0
333 += ykxky . 

Після підстановки в систему (1.1) отримуємо 

наступне 

( ) ( )( ) ( )( )++++=+1+ 0
1111

0
1111

0
11 ykxfykxaykx  

( )( ) ( )( )
1

0
3313

0
2212 +++++ bykxfykxf  

( ) ( )( ) ( )( )++++=+1+ 1121
0
2222

0
22

oykxfykxaykx  

( )( ) ( )( )
2

0
3323

0
2222 +++++ bykxfykxf  

( ) ( )( ) ( )( )++++=+1+ 1131
0
3333

0
33

oykxfykxaykx  

( )( ) ( )( )
3

0
3333

0
2232 +++++ bykxfykxf  (1.4) 

Перепишемо отриману систему (1.4) у 

вигляді 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]+-++=1+ 0
111

0
11111111 yfykxfkxakx  

( )( ) ( )[ ]+-++ 0
212

0
2212 yfykxf  

( )( ) ( )[ ]--++ 0
313

0
3313 yfykxf  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,-----1- 1
0
313

0
212

0
111

0
111 byfyfyfya  

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]+-++=1+ 0
121

0
11212222 yfykxfkxakx

( )( ) ( )[ ]+-++ 0
222

0
2222 yfykxf  

( )( ) ( )[ ]--++ 0
323

0
3323 yfykxf  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,-----1- 2
0
323

0
222

0
121

0
222 byfyfyfya  

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]+-++=1+ 0
131

0
11313333 yfykxfkxakx

( )( ) ( )[ ]+-++ 0
232

0
2232 yfykxf  

( )( ) ( )[ ]--++ 0
333

0
3333 yfykxf  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] .-----1- 3
0
333

0
232

0
131

0
333 byfyfyfya  

зробивши заміну 

( )( ) ( )( ) ( )0
111

0
1111111 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
212

0
2212212 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
313

0
3313313 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
121

0
1121121 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
222

0
2222222 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
323

0
3323323 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
1311131131 -+= yfykxfkxF o , 

( )( ) ( )( ) ( )0
232

0
2232232 -+= yfykxfkxF , 

( )( ) ( )( ) ( )0
333

0
3333333 -+= yfykxfkxF  

і використовуючи співвідношення (1.3), 

одержуємо, що система (1.4) прийме вигляд 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2121111111 kxFkxFkxakx

 
( )( )kxF 313+ , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2221212222 kxFkxFkxakx
 

( )( )kxF 323+ , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )+++=1+ 2321313333 kxFkxFkxakx
 

( )( )kxF 333+ .                       (1.5) 
оскільки 

( ) 0=011F , ( ) 0=012F , ( ) 0=013F ,
 

( ) 0=021F , ( ) 0=022F , ( ) 0=023F , 

( ) 0=031F , ( ) 0=032F , ( ) ,0=033F  

то після цієї заміни дослідження стійкості 

положення рівноваги ( )0
3

0
2

0
10 ,, yyyM  системи (1.1) 

звелося до дослідження стійкості нульового 

положення рівноваги системи (1.5). Мають місце 

наступні умови асимптотичної стійкості. 

Теорема 1.1. Нехай система рівнянь (1.3) має 

єдиний розв’язок ( )0
3

0
2

0
10 ,, yyyM , 0>01y , 0>02y , 

0>03y  і існують сталі 0>11h , 0>22h , 0>33h  

при яких виконуються нерівності 

0>=Δ 111 c , 0>-=Δ 2
1222112 ccc ,  

-++=Δ 2313122313123322113 ccccccccc
 
0>--- 11

2
2333

2
1222

2
13 cccccc     (1.6) 

де 

( ) 2
3133

2
2122

2
1111111111

2
111111 ---2--1= LhLhLhLahahc  

( ) ( )
323133222221221111121112 -+-+-= LLhLaLhLaLhc  

( ) ( )
333331332321221111131113 +--+-= LaLhLLhLaLhc  

( ) 2
3233

2
2222

2
1211222222

2
222222 ---2--1= LhLhLhLahahc  

)+(-)+(--= 333332332222232213121123 LaLhLaLhLLhc
 

( ) 2
3333

2
2322

2
1311333333

2
333333 ---2--1= LhLhLhLahahc

 
(1.7) 

Тоді положення рівноваги ( )0
3

0
2

0
10 ,, yyyM  

системи (1.1) є асимптотично стійкою. 

Доведення. Для дослідження стійкості 

положення рівноваги  0 0 0
0 1 2 3, ,M y y y  

скористаємося функцією Ляпунова 

квадратичного виду: 

  2 2 2
1 2 3 11 1 22 2 33 3, ,V x x x h x h x h x    

її перша різниця в силу системи (1.6) має 

вигляд:  

      1 2 3, ,V x k x k x k   

     2 2 2
11 1 22 2 33 31 1 1h x k h x k h x k          

     2 2 2
11 1 22 2 33 3h x k h x k h x k     . 

або 

      1 2 3, ,V x k x k x k 
 

    11 11 1 11 1h a x k F x k    

     
2

12 2 13 3F x k F x k     
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    22 22 2 21 1h a x k F x k    

     
2

22 2 23 3F x k F x k     

    33 33 3 31 1h a x k F x k    

     
2

32 2 33 3F x k F x k     

     2 2 2
11 1 22 2 33 3h x k h x k h x k     . 

Перетворимо отриманий вираз, виділивши 

квадратичні складові, наступним чином 

          2 2
1 2 3 11 11 1, , 1V x k x k x k h a x k    

 

       2 2
22 22 2 33 33 31 1h a x k h a x k    

 

       11 11 1 11 1 12 22h a x k F x k F x k    

        13 3 11 1 12 2F x k F x k F x k       

        
2

13 3 22 22 2 21 12F x k h a x k F x k    

        22 2 23 3 21 1F x k F x k F x k     
 

      222 2 23 3F x k F x k   
 

       33 33 3 31 1 32 22h a x k F x k F x k  
 

     33 3 31 1F x k F x k    
 

      232 2 33 3F x k F x k   
.
 

Використовуючи умови Ліпшиця (1.2), 

накладені на функції  .ijF , перепишемо 

отриманий вираз наступним чином: 

          2 2
1 2 3 11 11 1, , 1V x k x k x k h a x k    

 

       2 2
22 22 2 33 33 31 1h a x k h a x k    

 
       11 11 1 11 1 12 2 13 32h a x k L x k L x k L x k       

     
2

11 11 1 12 2 13 3h L x k L x k L x k       

       22 22 2 21 1 22 2 23 32h a x k L x k L x k L x k       

     
2

22 21 1 22 2 23 3h L x k L x k L x k       

       33 33 3 31 1 32 2 33 32h a x k L x k L x k L x k       

     
2

33 31 1 32 2 33 3h L x k L x k L x k     . 

Уявімо праву частину у вигляді квадратичної 

форми 

      1 2 3, ,V x k x k x k 
 

   2 2 2 2 2
11 11 11 11 11 11 11 22 21 33 31 11 2h a h a L h L h L h L x k        

   
       11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32 1 22 h L a L h L a L h L L x k x k         

   2 2 2 2 2
22 22 22 22 22 11 12 22 22 33 32 21 2h a h a L h L h L h L x k       

   

       11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33 1 32 h L a L h L L h L a L x k x k         

   2 2 2 2 2
33 33 33 33 33 11 13 22 23 33 33 31 2h a h a L h L h L h L x k       

 
 

   11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33 2 32 ( ) ( )h L L h L a L h L a L x k x k        

Запишемо отриману нерівність у вигляді: 

          1 2 3, , TV x k x k x k z k Cz k   , 

 

 

 

 

1

2

3

x k

x kz k

x k

 
 

  
 
 

, 
11 12 13

12 22 23

13 23 33

c c c

C c c c

c c c

 
 

  
 
 

, 

 2 2 2 2
11 11 11 11 11 11 11 11 22 21 33 311 2c h a h a L h L h L h L      , 

   12 11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32c h L a L h L a L h L L      , 

   13 11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33c h L a L h L L h L a L      , 

 2 2 2 2
22 22 22 22 22 22 11 12 22 22 33 321 2c h a h a L h L h L h L      , 

23 11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33( ) ( )c h L L h L a L h L a L      , 

 2 2 2 2
33 33 33 33 33 33 11 13 22 23 33 331 2c h a h a L h L h L h L     

.
 

Як випливає з критерію Сильвестра, умова 

негативної визначеності функції Ляпунова, тобто 

умова асимптотичної стійкості положення 

рівноваги системи (1.5) має вигляд (1.6). 

Якщо скористатися нерівністю: 
2 22AB A B                 (1.8) 

то можна отримати більш «грубу», але легше 

перевіряєму умову. 

Теорема 1.2. Нехай система рівнянь (1.3) має 

єдиний розв’язок ( )0
3

0
2

0
10 ,, yyyM , 0>01y , 0>02y , 

0>03y  і існують сталі 0>11h , 0>22h , 0>33h  

при яких виконуються нерівності: 

11 0c  , 22 0c  , 33 0c           (1.9) 

де 

 2 2 2 2
11 11 11 11 11 11 11 11 22 21 33 311 2c h a h a L h L h L h L      

 
   11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32h L a L h L a L h L L     

 
   11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33 ,h L a L h L L h L a L    

 
 
   

2 2 2 2
22 22 22 22 22 22 11 12 22 22 33 32

11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32

11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33

1 2

( ) ( )

c h a h a L h L h L h L

h L a L h L a L h L L

h L L h L a L h L a L

      

     

    
 

 
   

2 2 2 2
33 33 33 33 33 33 11 13 22 23 33 33

11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33

11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33

1 2

( ) ( ) (1.10)

c h a h a L h L h L h L

h L a L h L L h L a L

h L L h L a L h L a L

      

     

    
 

Тоді положення рівноваги  0 0 0
0 1 2 3, ,M y y y  

система (1.1) є асимптотично стійким. 
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Доведення. Для дослідження стійкості 
положення рівноваги ( )0 0 0

0 1 2 3, ,M y y y  знову 
скористаємося функцією Ляпунова 
квадратичного виду: 

( ) 2 2 2
1 2 3 11 1 22 2 33 3, ,V x x x h x h x h x= + + . 

Як було показано в попередній теоремі,  її 
перша різниця в силу системи (1.6) має вигляд: 

( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,V x k x k x kD £  
( ) ( )2 2 2 2 2

11 11 11 11 11 11 11 22 21 33 31 11 2h a h a L h L h L h L x ké ù£ - - - - - - +ë û  
( ) ( ) ( ) ( )11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32 1 22 h L a L h L a L h L L x k x ké ù+ + + + + -ë û  

( ) ( )2 2 2 2 2
22 22 22 22 22 11 12 22 22 33 32 21 2h a h a L h L h L h L x ké ù- - - - - - +ë û  

( ) ( ) ( ) ( )11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33 1 32 h L a L h L L h L a L x k x ké ù+ + + + + -ë û  

( ) ( )2 2 2 2 2
33 33 33 33 33 11 13 22 23 33 33 31 2h a h a L h L h L h L x ké ù- - - - - - +ë û

 

( ) ( )11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33 2 32 ( ) ( )h L L h L a L h L a L x k x ké ù+ + + + +ë û  
Скориставшись нерівністю (1.8), запишемо 

отриману нерівність у вигляді 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3 11 1 22 2 33 3, ,V x t x t x t c x k c x k c x kD £- - - , 
де 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
11 11 11 11 11 11 11 11 22 21 33 31

11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32

11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33

1 2

,

c h a h a L h L h L h L

h L a L h L a L h L L

h L a L h L L h L a L

= - - - - - -

- + - + - -

- + - - +
 

( )
( ) ( )

2 2 2 2
22 22 22 22 22 22 11 12 22 22 33 32

11 12 11 11 22 21 22 22 33 31 32

11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33

1 2

( ) ( )

c h a h a L h L h L h L

h L a L h L a L h L L

h L L h L a L h L a L

= - - - - - -

- + - + - -

- - + - +
 

( )
( ) ( )

2 2 2 2
33 33 33 33 33 33 11 13 22 23 33 33

11 13 11 11 22 21 23 33 31 33 33

11 12 13 22 23 22 22 33 32 33 33

1 2

( ) ( )

c h a h a L h L h L h L

h L a L h L L h L a L

h L L h L a L h L a L

= - - - - - -

- + - - + -

- - + - +

 

Умова негативної визначеності функції 
Ляпунова, тобто умова асимптотичної стійкості 
положення рівноваги системи (1.5) має вигляд 
(1.9), (1.10). 

З а ува ж ен н я 1.1. З нерівностей (1.6), (1.10) 
видно, що необхідною умовою асимптотичної 
стійкості рішень до положення рівноваги є 
«малість» нелінійних членів, тобто постійних 
Ліпшиця.
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