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Розроблено метод побудови неперервних розв’язкiв одного класу систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь i дослiджено їх властивостi.
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It is considered one class of systems of nonlinear difference-functional equations which includes
properties of difference and q-difference (functional) equations what is important tool in solving many
problems in applied sciences. Therefore, under various assumptions, the difference equations have been
the object of research of many mathematicians, the development of their theory acquired a number of
currents. Today this theory is widely branching and already has a lot of tangible results. The main task
of this work is a study of the structure of the set of continuous solutions of one class of systems of
nonlinear difference-functional equations. Determined sufficient conditions of the existence of conti-
nuous solutions, developed a method of constructing such solutions of systems of nonlinear difference-
functional equations and also investigated the behavior of these solutions at t goes to infinity. It should
be noted that the method of proof also gives possibility to construct a periodic solution and investigate its
properties. Performed researches add to already existent works of other mathematicians and facilitate
further study of the continuous solutions of wider classes of difference-functional equations.

Key Words: difference equations, functional equations, difference-functional equations.

Статтю представив академiк НАНУ, доктор фiз.-мат. наук, проф. Перестюк М. О.

Окремi класи систем нелiнiйних рiзницево-
функцiональнi рiвнянь при рiзних припущен-
нях були об’єктом дослiдження багатьох мате-
матикiв [1-4] . Особлива увага придiлялася ви-
вченню питань iснування неперервних розв’яз-
кiв, дослiдженню структури їх множини та по-
ведiнцi при t → ∞ [3-4]). Продовжуючи цi до-
слiдження виникла задача про отримання ана-
логiчних результатiв для рiвнянь вигляду

x (qt) = Λx (t) + f (t, x (t + 1)) , (1)

де t ∈ <, Λ− дiйсна (n× n) - матриця вигля-
ду Λ = diag (λ1, . . . , λn), f : < × <n → <n, q
- деяка дiйсна стала, при певних припущеннях
вiдносно λi, i = 1, n та q.

Розглянемо систему нелiнiйних рiзницево-
функцiональних рiвнянь вигляду (1). При цьо-
му припустимо, що виконуються наступнi умо-
ви:

1. |λi| 6= 0, i = 1, 2, ..., n, q > 0;

2. вектор-функцiя f (t, x) є неперервною
обмеженою при всiх t ∈ <, x ∈ <n i
f (t, 0) = 0;

3. для довiльних t ∈ <, x, y ∈ <n виконує-
ться спiввiдношення

|f (t, x)− f (t, y)| ≤ l |x− y| , (2)

де l - деяка додатна стала.
Теорема 1.Нехай виконуються умови 1.-

3. i умови:
4. 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n, q > 1;
5. ∆ = l

1−λ∗ < 1,
де 1 > λ∗ > max {λi, i = 1, . . . , n}.
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ≥ T > 0 (Т - деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у
виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (3)
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де xi(t), i = 0, 1, ... - деякi неперервнi обмеженi
при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi
задовольняють умовi lim

t→+∞
x(t) = 0.

Доведення: Розглянемо послiдовнiсть си-
стем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (40)

x1(qt) = Λx1(t) + f (t, x0(t + 1)) , (41)

xi(qt) = Λxi(t) + f

(
t,

i−1∑
l=0

xl(t + 1)

)
−

−f

(
t,

i−2∑
l=0

xl(t + 1)

)
, (4i)

i = 2, 3, ..., i покажемо, що вони мають сiм’ї не-
перервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
якi задовольняють умови

|xi(t)| ≤ M∆i, i = 1, 2, . . . , (5i)

де M - деяка додатна стала.
Система рiвнянь (40) має множину непе-

рервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв вигляду

x0(t) = tνω

(
ln t

ln q

)
, (60)

де ω (τ) = (ω1 (τ) , ω2 (τ) , . . . , ωn (τ)), ωi (τ), i =
1, . . . , n - довiльнi неперервнi 1-перiодичнi фун-
кцiї,

tν = diag

(
t

ln λ1
ln q , t

ln λ2
ln q , . . . , t

ln λn
ln q

)
,

якi задовольняють умовi

|x0(t)| ≤ |tv| |ω (τ)| ≤ t
ln λ∗
ln q |ω (τ)| ≤ t

ln λ∗
ln q M,

(50)
де M = max

τ
|ω(τ)|.

Пiдставляючи в (41) ряд

x1(t) =
∞∑

j=0

Λjf
(
q−(j+1)t, x0(q−(j+1)t + 1)

)
,

(61)
можна переконатися, що вiн є її формальним
розв’язком. Бiльше цього, в силу (2), (50) i
ln λ∗

ln q < 0, отримаємо

|x1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j
∣∣f (q−(j+1)t, x0(q−(j+1)t + 1)

)∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 (λ∗)j l
∣∣x0(q−(j+1)t + 1)

∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 (λ∗)j lM
(

1
qj+1 t + 1

) ln λ∗
ln q ≤

≤ lM
∑∞

j=0 (λ∗)j ≤ M l
1−λ∗ ≤ M∆.

Отже, системи рiвнянь (40), (41) мають сiм’ї
неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, для ко-
жного з яких виконуються спiввiдношення (50),
(51).

Враховуючи умови теореми i оцiнки (50),
(51), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) =

=
∞∑

j=0

Λj

[
f

(
q−(j+1)t,

i−1∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t + 1

))
−

−f

(
q−(j+1)t,

i−2∑
l=0

xl

(
q−(j+1)t + 1

))]
, (6i)

i = 2, 3, ... рiвномiрно збiгаються при всiх t ≥
T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем рiв-
нянь (4i), i = 2, 3, ... . Дiйсно, легко перекона-
тися, що ряди (6i), i = 2, 3, ... є формальними
розв’язками систем рiвнянь (4i), i = 2, 3, .... До-
ведемо їх збiжнiсть.

Оскiльки ряд (61) рiвномiрно збiгається
при t ≥ T > 0, то розмiрковуючи за iндукцiєю,
припустимо, що збiжнiсть ряду (6i) доведена
уже для деякого i ≥ 1 i доведемо, що ряд (6i+1)
також рiвномiрно збiгається при t ≥ T > 0 i
виконується оцiнка (5i+1). В силу (2), (6i+1) та
(5i) отримаємо

|xi+1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j
∣∣∣f (q−(j+1)t,

∑i
l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

))
−

−f
(
q−(j+1)t,

∑i−1
l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

))∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j l
∣∣∣∑i

l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

)
−

−
∑i−1

l=0 xl

(
q−(j+1)t + 1

)∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0 |Λ|
j l
∣∣xi

(
q−(j+1)t + 1

)∣∣ ≤
≤ lM∆i

∑∞
j=0 (λ∗)j ≤ M∆i l

1−λ∗ = M∆i+1.

Отже, системи рiвнянь (4i), i=1,2,. . . мають
розв’язки у виглядi рядiв (6i), i=1,2,. . . , що рiв-
номiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких не-
перервних вектор-функцiй xi (t), i=1,2,. . . , якi
задовольняють умови (5i). Iз (5i) безпосередньо
випливає, що ряд (3) рiвномiрно збiгається при
всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної вектор-
функцiї x (t), яка задовольняє умовi

|x (t)| ≤ M

1−∆
.

72



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя фiзико-математичнi науки

2015, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series Physics & Mathematics

Для завершення доведення теореми доста-
тньо, очевидно, показати, що ряд (3) задоволь-
няє систему рiвнянь (1), тобто виконується то-
тожнiсть∑∞

i=0 xi(qt) ≡ Λ
∑∞

i=0 xi(t) + f (t,
∑∞

i=0 xi(t + 1)) .

Для цього потрiбно довести, що ряд

f (t, x0 (t + 1))+
+
∑∞

i=2

[
f
(
t,
∑i−1

l=0 xl(t + 1)
)
− f

(
t,
∑i−2

l=0 xl(t + 1)
)]

рiвномiрно збiгається при всiх t ≥ T > 0 i його
сумою є f (t,

∑∞
l=0 xl(t + 1)).

А це в свою чергу, буде доведено, якщо вда-
сться показати, що при всiх t ≥ T > 0 має мiсце
спiввiдношення

lim
i→∞

f

(
t,

i∑
l=0

xl(t + 1)

)
= f

(
t,

∞∑
l=0

xl(t + 1)

)
.

(7)
Нехай E - як завгодно мале додатне число.

Тодi в силу умов теореми iснує такий номер N,
що виконується умова

M
l

1−∆
∆N+1 < ε.

Далi, приймаючи до уваги умови теореми i
оцiнки (5i), i=0,1, . . . , знаходимо∣∣∣∣∣f

(
t,

∞∑
l=0

xl(t + 1)

)
− f

(
t,

i∑
l=0

xl(t + 1)

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ l

∣∣∣∣∣
∞∑

l=i+1

xl(t + 1)

∣∣∣∣∣ ≤ lM
∆i+1

1−∆
< ε

при всiх i ≥ N . Цим самим спiввiдношення (7)
i теорема доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1.-
3. i умови:

6. λi > 1, i = 1, . . . , n, 0 < q < 1;
7. ∆ = l

λ∗−1 < 1,
де 1 < λ∗ < min {λi, i = 1, . . . , n} .
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю непе-

рервних обмежених при t ≥ T > 0 (Т - деяка
достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у
виглядi ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (8)

де xi(t), i = 0, 1, ... - деякi неперервнi обмеженi
при t ≥ T > 0 вектор-функцiї, якi

задовольняють умовi lim
t→+∞

x(t) = 0.

Доведення: Розглянемо послiдовнiсть си-
стем рiвнянь вигляду

x0(qt) = Λx0(t), (90)

x1(qt) = Λx1(t) + f (t, x0(t + 1)) , (91)

xi(qt) = Λxi(t)+

+f

(
t,

i−1∑
l=0

xl(t + 1)

)
−f

(
t,

i−2∑
l=0

xl(t + 1)

)
, (9i)

i = 2, 3, .... Покажемо, що вони мають сiм’ї не-
перервних обмежених при t ≥ T > 0 розв’язкiв,
якi задовольняють умови

|xi(t)| ≤ M∆i, i = 1, 2, . . . . (10i)

де M - деяка додатна стала.
Дiйсно, система рiвнянь (90) має сiм’ю непе-
рервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, якi задо-
вольняють умовi

|x0(t)| ≤
M

t

∣∣∣ ln λ∗
ln q

∣∣∣ , (100)

де 1 < λ∗ < min {λi, i = 1, . . . , n}. Далi, пiдстав-
ляючи в (91) ряд

x1(t) = −
∞∑

j=0

Λ−(j+1)f
(
qjt, x0(qjt + 1)

)
, (111)

можна переконатися, що вiн є її формальним
розв’язком. Бiльше того, в силу (2), (100), отри-
муємо

|x1(t)| ≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1 ∣∣f (qjt, x0(qjt + 1)

)∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

(
1
λ∗

)j+1
l
∣∣x0(qjt + 1)

∣∣ ≤
≤ 1

λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
l M

(qjt+1)|
ln λ∗
ln q |

≤

≤ 1
λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
lM ≤

≤ M
λ∗

l
1− 1

λ∗
≤ M l

λ∗−1 ≤ M∆.

Отже, системи рiвнянь (90), (91) мають сiм’ї
неперервних при t ≥ T > 0 розв’язкiв, для
кожного з яких виконуються спiввiдношення
(100), (101).

Враховуючи умови теореми i оцiнки (100),
(101), можна послiдовно показати, що ряди

xi(t) = −
∞∑

j=0

Λ−(j+1)

[
f

(
qjt,

i−1∑
l=0

xl

(
qjt + 1

))
−
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−f

(
qjt,

i−2∑
l=0

xl

(
qjt + 1

))]
, (11i)

i = 2, 3, ... рiвномiрно збiгаються при всiх
t ≥ T > 0 i є розв’язками вiдповiдних систем
рiвнянь (9i), i = 2, 3, ... . Дiйсно, легко переко-
натися, що ряди (11i), i = 2, 3, ... є формальни-
ми розв’язками систем рiвнянь (9i), i = 2, 3, ....
Доведемо їх збiжнiсть.

Справдi, оскiльки ряд (111) рiвномiрно збi-
гається при t ≥ T > 0, то розмiрковуючи за iн-
дукцiєю, припустимо, що збiжнiсть ряду (11i)
доведена уже для деякого i ≥ 1 i доведемо,
що ряд (11i+1) також рiвномiрно збiгається при
t ≥ T > 0 i виконується оцiнка (10i+1). В силу
(2), (11i+1) та (10i) отримаємо

|xi+1(t)| ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

∣∣∣f (qjt,
∑i

l=0 xl

(
qjt + 1

))
−

−f
(
qjt,

∑i−1
l=0 xl

(
qjt + 1

))∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

l
∣∣∣∑i

l=0 xl

(
qjt + 1

)
−

−
∑i−1

l=0 xl

(
qjt + 1

)∣∣∣ ≤
≤
∑∞

j=0

∣∣Λ−1
∣∣j+1

l
∣∣xi

(
qjt + 1

)∣∣ ≤
≤ lM∆i 1

λ∗

∑∞
j=0

(
1
λ∗

)j
≤

≤ M∆i l
λ∗−1 = M∆i+1.

Отже, системи рiвнянь (9i), i=1,2,. . . мають
розв’язки у виглядi рядiв (11i), i=1,2,. . . , що
рiвномiрно збiгаються при t ≥ T > 0 до деяких
неперервних вектор-функцiй xi (t), i=1,2,. . . ,
якi задовольняють умови (10i). Iз (10i) безпосе-
редньо випливає, що ряд (8) рiвномiрно збiгає-
ться при всiх t ≥ T > 0 до деякої неперервної
вектор-функцiї x (t), яка задовольняє умовi

|x (t)| ≤ M

1−∆
.

Далi, дiючи аналогiчно тому, як i при до-
веденнi теореми 1, можна показати, що ряд (8)
задовольняє систему рiвнянь (1), тобто викону-
ється тотожнiсть

∞∑
i=0

xi(qt) ≡ Λ
∞∑
i=0

xi(t) + f

(
t,
∞∑
i=0

xi(t + 1)

)
,

що i завершує доведення теореми.
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