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Досліджується сумісний рух пружного трубопроводу з рідиною, що обертається з заданою ку-

товою швидкістю. Вивчаються нелінійні коливання системи для різних значень кутової швидкості. 
Показано, що обертання зменшує запас стійкості трубопроводу і призводить до прояву біфуркацій-
них режимів.  
 

Ключові слова: пружний трубопровід з рідиною, обертання, режими втрати стійкості, 
альтернативне положення рівноваги. 
 

We consider combined motion of rotating elastic pipeline with liquid. Pipeline is rotated with given 
angular velocity. It was shown that the presence of rotation does not change normal modes of oscillations, 
however, normal frequencies and, as consequence, critical velocities of liquid flow decrease. Rotation is 
reduced in the motion equations as supplementary force, which acts similar to centrifugal forces and 
weakens elastic forces. Therefore, under the presence of rotation stability loss is attained for lesser values of 
liquid velocities. Different modes of behavior of rotating pipeline were considered in a vicinity of liquid flow 
with half of critical velocity for pipeline without rotation. Numerical results showed that there are three 
typical modes of the system behavior. Increase of angular velocity results in normal frequency lowering. 
After reaching certain value of angular velocity, which corresponds to critical velocity of liquid flow in 
rotating reservoir, pipeline begins to perform oscillations in a vicinity of alternative position, normal 
frequencies increase. Further increase of rotation lead to growth of amplitudes of oscillations and finally this 
causes transition to oscillations with larger amplitudes and loss of stability.  

 
Key Words: elastic pipeline with liquid, rotation, mode of loss of stability, alternative equilibrium 

position. 
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Вступ 

В техниці широко використовуються трубо-
проводи з рідиною, що обертаються. Насамперед 
такі інженерні системи пов’язані з використанням 
різних технологій буріння, коли по трубопроводу 
тече рідина, яка або змиває частину зруйнованої 
породи, або розкручує турбінний бур. При 
моделюванні трубопроводів переважна більшість 
задач, що розглядаються, досліджується без 
врахування поступального чи обертального руху 
основи. Розв‘язання таких задач найбільш успішно 
проводиться на основі наближених методів,  
основаних на варіаційних алгоритмах. Додаткову 
складність ця задача містить через потребу 
описувати вихідну механічну систему в мішаному 

вигляді – лагранжевий опис для пружної труби, 
ейлерів опис для рідини. В цілому розроблений 
раніше алгоритм для випадку поступального руху 
основи, на якій встановлено трубопровід, дозволив 
виконати модифікацію для випадку трубопроводу, 
який обертається [1].  

Досліджується рух пружного трубопроводу з 
рідиною, що тече, на основі, яка виконує заданий 
обертальний рух навколо вісі, яка збігається з 
поздовжньою віссю трубопроводу в незбуреному 
прямолінійному стані. З одного боку трубопровід 
консольно защемлений, другий край вільний. 
Розглянуто декілька характерних діапазонів 
обертання трубопроводу. Вважається, що в по-
чатковий момент часу система знаходиться у 
спокої, проте кінематично збурена перша форма 
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коливань з амплітудою 01,0)0(1 c . Вважаємо, що 
рідина однорідна, нестислива, ідеальна. Її 
поздовжній рух заданий. 

Метою роботи є вивчення динамічних проце-
сів руху системи трубопровід – рідина при 
обертанні навколо поздовжньої вісі. 

  

Математична модель 

Математична модель системи будується пов-
ністю аналогічно випадку поступального руху 
основи трубопроводу, тому приведемо лише від-
мінності і додаткові члени в моделі. На відміну від 
випадку без обертання в системі додається 
потенціальна енергія, обумовлена дією відцен-
трових сил, що виникають через обертання  
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рідини,   – задана кутова швидкість обертання 
трубопроводу, u  – поперечна деформація трубо-
проводу, l – довжина трубопроводу.  
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на після застосування методу модальної деком-
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Зміст коефіцієнтів рівнянь залишається таким 

де як і у випадку трубопроводу без обертання [1]. 
Звернемо увагу, що в наслідок обертання в рів-

няннях руху додається один член, який підкре-
слений двома рисками. Відразу зазначимо, що його 
дія є протилежною до дії оновлюючої сили. В той 
же час структура рівнянь в порівнянні з випадком 
без обертання не змінилася. Форми коливань 
трубопроводу і хвильові числа ik  у випадку 
обертання залишаються такими ж як і у випадку 
нерухомої основи трубопроводу, проте частотні 
параметри ip  змінюються  

.      дe     , 22242







EJaakp ii
 

Тут EJ  – згинна жорсткість трубопроводу, a  
– швидкість поширення збурень.  

Для оцінки як обертання впливає на критичну 
швидкість течії рідини випишемо лінеаризоване 
рівняння руху системи в дискретних параметрах 
для першої форми коливань  
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де   – частота коливань трубопроводу.  
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Із виразу для критичної швидкості видно, що обер-
тання сприяє зменшенню критичної швидкості.  

Чисельний приклад 

Розглянемо задачу про рух трубопроводу з 
консольним закріпленням з одного боку і вільним 
краєм з іншого. Трубопровід може виконувати 
обертання з заданою кутовою швидкістю. При чис-
ловій реалізації введемо наступні фізичні і геоме-
тричні параметри трубопроводу при розгляді 
впливу кутового руху. Вважаємо трубопровід 
циліндричним, виробленим з алюмінію, довжиною 
1 м, внутрішній радіус 2 см, товщина труби – 2 мм. 
Фізичні параметри для рідини приймаються як для 
води, що тече в трубопроводі. Розглядається 
випадок початкового відхилення трубопроводу по 
перцій формі з амплітудою 01,0)0(1 c .  

Розглянемо варіанти обертання трубопроводу 
з кутовими швидкостями до .20  При цьому 
швидкість течії рідини 15,0 KPVV  , де критична  
швидкість обираєтся для випадку, коли обертання 
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трубопроводу відсутнє. Перша критична швид-
кість для трубопроводу без обертання є характер-
ною величиною, яка для обраних фізичниз і  гео-
метрричних параметрів рівна 20,94 м/с. Будемо 
розглядати поведінку трубопроводу при швидкості 
течії рідини 15,0 KPVV  , що приблизно відповідає 
10 м/с. Період першої форми коливань для такого 
трубопроводу буде Т=0,1567 с. При обчисленнях 
вводиться безрозмірний час як тривалість періоду 
коливань за першою формою. Далі в результатах 
час фактично відповідає кількості періодів коли-
вань по першій формі. Ця власні частоту коливань 

буде .11,402
1 сT

   

Чисельні результати одержувалися на основі 
нелінійної моделі динаміки трубопроводу. При 

цьому приймалося до уваги 7 форм коливань 
трубопроводу.  

Для різних частот обертання можна на основі 
прийнятої моделі дослідити поведінку системи і 
тепер вже за рахунок зміни швидкості обертання 
змінювати ступінь наближення системи до критич-
ної швидкості, тобто до внутрішнього  резонансу. 
Було проаналізовано поведінку системи на інтер-
валі зміни швидкостей обертання від 0  до 

.20   Найбільш характерні випадки поведін-

ки системи спостерігаються при ,01   
,102   ,163    .204    Нумерація кривих 

виконана у відповідності з нумерацією частот 
обертання трубопроводу.  

 
 

 
 
 

Рис 1. Зміна в часі амплітуди першої форми коливань трубопроводу  
для різних варіантів кутової швидкості  

 
 

На Рис. 1 показано зміну в часі амплітуди 
першої форми коливань трубопроводу для різних 
варіантів кутової швидкості обертання. Для 

01   в системі відбуваються стійки коливання. 
При збільшенні швидкості обертання  102   
стійкість процесів не порушується, проте у 
відповідності із співвідношенням для залежності 
частоти коливань від кутової швидкості частота 
коливань спадає. При подальшому збільшенні 
швидкості обертання до  163   в системі 
відбувається наближення до області, де швид-
кість течії стає близькою до критичної.  Тепер 
коливання відбуваються вже в околі альтернат-
тивного положення динамічної рівноваги. При 

цьому частота коливань значно зростає і стає 
навіть вищою за випадок коливань трубопроводу 
без обертання. Тобто обертання в цьому діапа-
зоні зміни кутових швидкостей має стабілізуючу 
роль. При подальшому зростанні частоти обер-
тання  204   частота коливань змінюється 
несуттєво, однак зростає амплітуда коливань і в 
кінці інтервалу часу, що розглядається, 
коливання навколо  альтернативного положення 
рівноваги втрачають стійкість.  

Таким чином обертання приводить до вник-
нення трьох режимів динамічної поведінки  
трубопроводу.  

До швидкостей обертання приблизно рівних 
 152  в системі відбуваються стійкі коливання 
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в околі початкового прямолінійного положення 
трубопроводу; при цьому із збільшенням 
швидкості обертання частота коливань падає.  

В діапазоні  1815   коливання  трубо-
проводу відносно прямолінійного положення 
можуть втратити стійкість і будуть відбуватися 
відносно альтернативного положення рівноваги; 
при цьому частота коливань зростає і стає 
більшою ніж у випадку коливань трубопроводу 
без обертання.  

При коливаннях трубопроводу в діапазоні 
більшому за  18  коливання відбуваються із 
зростаючою амплітудою; можлива втрата стійко-
сті коливань відносно альтернативного положен-
ня рівноваги і перехід до коливань відносно 
початкового прямолінійного положення трубо-
проводу; частота коливань змінюється несуттєво 
в порівнянні з коливаннями на другому діапазоні 
динамічної поведінки трубопроводу.  

Висновки 
На основі варіаційного підходу поширено 

застосування моделі [1, 2] на випадок оберталь-
ного руху трубопровода з рідиною.   

Чисельно проаналізовано групу прикладів 
по коливаннях трубопроводу, що обертається, з 
рідиною. Досліджується  розвинення  перехідних  

 

процесів на інтервалі перших 8–10 періодів ко-
ливань по першій формі.   

Показано, що обертання трубопроводу при-
водить до появи трьох діапазонів поведінки тру-
бопроводу з рідиною, що тече. Вони обумовлені 
тим, що обертання зменшує значення критичних 
швидкостей течії рідини.  

В докритичному діапазоні розвиток коли-
вань відбувається стійко відносно прямолінійно-
го положення рівноваги трубопроводу з часто-
тою, яка зменшується із зростанням частоти обе-
ртання.  

В білякритичному  діапазоні коливання від-
буваються в околі альтернативного положення 
рівноваги з частотою, що незначно перевершує 
частоту коливань трубопроводу без обертання. 
При зростанні швидкості обертання трубопрово-
ду частота коливань змінюється незначно, амплі-
туда зростає і можлива втрата стійкості коливань 
трубопроводу.  

Таким чином в цілому обертання трубопро-
воду спричиняє дестабілізуючу роль для коли-
вань. В цьому випадку прояви режимів втрати 
стійкості, прояви біфуркацій них режимів мож-
ливі навіть при швидкостях течії, які набагато 
менші за критичні значення швидкостей для ви-
падку трубопроводу без обертання.   
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