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Вивчається крайова задача для лiнiйного диференцiального псевдогiперболiчного оператора
третього порядку. Диференцiальний оператор дiє у просторах узагальнених функцiй скiнченного
порядку типу просторiв Соболева. Розглядається узагальнена постановка. Доведено, що псевдо-
гiперболiчний оператор задовольняє ланцюг апрiорних нерiвностей в рiзних класах узагальнених
функцiй. Доведено теореми iснування та єдиностi розв’язку псевдогiперболiчного рiвняння.

Ключовi слова: пседвогiперболiчне рiвняння, якiсний аналiз, узагальненi функцiї, розв’язок.

The paper deals with linear third order differential pseudo-hyperbolic equations defined in a cylindrical
domain. We require that the state function of the equations satisfies the homogeneous initial and boundary
conditions of the first, second, or third types. The main operator of the pseudo-hyperbolic equation is
required to be uniformly elliptic with respect to the space variables.

The chief result of the article is the existence and uniqueness theorems for the pseudo-hyperbolic
equations in the terms of theory of distributions (generalized functions) of finite order. Since the problem
is considered in the weak formulations, we continuously extend the classical pseudo-hyperbolic operator
and its adjoint operator to operators defined in certain spaces of distributions. This allows us to prove
an infinite chain of a priori inequalities for the extended pseudo-hyperbolic operators and their adjoint
operators. The proof is based on using specific auxiliary integral and differential operators with respect
to the time variable. The existence and uniqueness theorems for both the pseudo-hyperbolic equations and
their adjoint ones proceed from these inequalities.

Key Words: pseudo-hyperbolic equation, qualitative analysis, distributions, solution.

Статтю представив д.т.н., с.н.с. Кудiн В.I.

У цилiндричнiй областi (t, ξ) ∈ Q = (0, T ) ×
×Ω, де Ω⊂Rn — обмежена однозв’язна область з
регулярною межею ∂Ω, розглянемо лiнiйний ди-
ференцiальний псевдогiперболiчний оператор:

Lu =
∂2u

∂t2
+A

(
∂u

∂t

)
+B(u). (1)

Диференцiальнi оператори A та B не зале-

жать вiд часової змiнної t i задаються стандар-
тними загальними диференцiальними виразами
другого порядку за просторовими змiнними ξ =
= (ξ1, . . . , ξn). Наприклад,

A(u) = −
n∑

i,j=1

(aijuξi)ξj +
n∑

i=1

aiuξi + au.

Вимагається, щоб оператор A був рiвномiрно

c⃝ А.В. Анiкушин, Д.А. Номiровський, 2015
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елiптичним в областi Ω.
Межа ∂Ω областi Ω складається з трьох ре-

гулярних частин γ1, γ2, γ3. Покладемо Γi =
= (0, T )×γi, де i∈{1, 2, 3}. Функцiя стану u(t, ξ)
задовольняє однорiднi крайовi умови:

u|Γ1 =
∂Lu

∂n⃗
|Γ2 =

(
a0(x)u+

∂Lu

∂n⃗

)
|Γ3 = 0 (2)

та початковi умови:

u|t=0 =
∂u

∂t
|t=0 = 0, (3)

де ∂Lu/∂n⃗ = (gradL u, n⃗)Rn , а L-градiєнт gradL
визначено в [1].

В статтi [1] для оператора L доведено апрiор-
нi нерiвностi в деяких просторах узагальнених
функцiй скiнченного порядку:

∥u∥W 0
0
6 c1∥Lu∥(W 1

T )∗ 6 c2∥u∥H1
0
6

6c3∥Lu∥(H1
T )∗ 6 c4∥u∥W 1

0
, (4)

де u(t, ξ) — довiльна функцiя простору W 1
0 , ci —

додатнi сталi, що не залежать вiд u(t, ξ).
Допомiжнi iнтегро-диференцiальнi операто-

ри, якi використано у доведеннi нерiвностей (4),
дозволяють встановити подiбнi спiввiдношення
для спряженого псевдогiперболiчного оператора.
Крiм цього, на основi отриманих апрiорних не-
рiвностей можна вивчати лiнiйний псевдогiпер-
болiчний оператор, що дiє в iнших парах просто-
рiв. Зокрема, нерiвностi (4) можна "зсунути" на
диференцiальний оператор dk/dtk при довiльних
цiлих значеннях k.

Розповсюдимо позначення u(k) для k-ої похi-
дної за змiнною t для функцiї u ∈ L0 на випа-
док цiлих вiд’ємних значень k . У випадку k ∈
∈ Z, k < 0 пiд u(k) будемо розумiти функцiю,
яку одержано пiсля |k|-кратного застосування до
функцiї u(t, ξ) оператора iнтегрування

u(t, ξ) →
∫ t

0
u(τ, ξ) dτ.

Використовуючи iнтегральний оператор

v(t, ξ) →
∫ t

T
v(τ, ξ) dτ,

введемо для кожної функцiй v ∈ LT подiбне по-
значення: v[k]. Зауважимо, що функцiя v[k] для

k>0 визначається як звичайна k-та похiдна фун-
кцiї v ∈ LT за змiнною t.

Використовуючи наведенi позначення, уведе-
мо до розгляду простори W k

0 , Hk
0 , W k

T i Hk
T

для випадку цiлих значень k. Наприклад, пiд
W k

T будемо розумiти простiр, побудований як
поповнення множини функцiй LT за нормою:

∥v∥2
Wk

T
=

n∑
i=1

∫
Q

(
v
[k]
ξi

)2
dQ.

Зрозумiло, що природне розширення лiнiйно-
го вiдображення u → u(k), де k ∈ Z, з множини
L0 на весь простiр W l

0, де l ∈ Z, задає iзометрiю
мiж простором W l

0 (або вiдповiдно H l
0) i просто-

ром W l−k
0 (вiдповiдно H l−k

0 ).
З аналогiчних причин розширення вiдобра-

ження v → v[k], де k ∈ Z, задає iзометрiю мiж
простором W l

T (або вiдповiдно H l
T ) i простором

W l−k
T (вiдповiдно H l−k

T ).
Для всiх u i k,m ∈ Z виконується рiвнiсть:

(u(k))(m) = u(k+m).

Зокрема, рiвнiсть (u(1))(−1) = u, яку формально
можна подати у виглядi:∫ t

0
ut(τ, ξ)dτ = u(t, ξ),

справджується для всiх W 0
0 , незважаючи на те,

що простiр W 0
0 мiстить i такi нескiнченно дифе-

ренцiйовнi функцiї u(t, ξ), якi не обертаються в
нуль при t = 0.

Аналогiчне твердження має мiсце i для вiд-
ображення: v → v[k].

Використовуючи формулу iнтегрування ча-
стинами i початковi умови на функцiї u i v, мо-
жна показати, що для довiльних функцiй u ∈ L0

i v ∈ LT має мiсце рiвнiсть:

(Lu, v)L2(Q) = (u, vtt − avt + bv)L2(Q)+

+

n∑
i,j=1

(∫ t

0
uξidτ, aijvξjtt − bijvξjt

)
L2(Q)

+ (5)

+

n∑
i=1

(∫ t

0
uξidτ, aivtt − bivt

)
L2(Q)

−

−
(∫ t

0
a0udτ, vt

)
L2(Γ3)

.

Праву частину останньої рiвностi (5) мо-
жна розглядати як означення розширення опе-
ратора L до оператора (за яким збережемо
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попереднє позначення), що дiє в просторах
L : H0

0 → (W 2
T )

∗ i визначений на всьому просто-
рi H0

0 .
Неважко довести, що розширений опера-

тор L : H0
0 → (W 2

T )
∗ є лiнiйним i неперерв-

ним. Спряжений лiнiйний неперервний оператор
L∗ : W 2

T → (H0
0 )

∗ також визначається правою ча-
стиною рiвностi (5).

Лема 1. Нехай L : H0
0 → (W 2

T )
∗. Для довiльної

функцiї u ∈H0
0 мають мiсце нерiвностi

∥u∥W−1
0

6 c1∥Lu∥(W 2
T )∗ 6 c2∥u∥H0

0
, (6)

де c1, c2 — додатнi сталi, що не залежать вiд
функцiї u(t, ξ).

Доведення. Якщо до виразу, визначеному пра-
вою частиною рiвностi (5), застосувати нерiв-
нiсть Кошi-Буняковського в iнтегральнiй формi
i нерiвнiсть Фрiдрiхса, то отримаємо доведення
правої частини (6).

Для доведення нерiвностi ∥u∥W−1
0

6
6 c1∥Lu∥(W 2

T )∗ розглянемо значення функцiо-

нала Lu ∈ (W 2
T )

∗ на елементi

v[−1](t, ξ) =

∫ t

T
v(τ, ξ) dτ,

де функцiя v(t, ξ) — розв’язок задачi Кошi для
звичайного диференцiального рiвняння першого
порядку:

eMt(vt − v) =

∫ t

0
u(τ, ξ) dτ, v|t=T = 0. (7)

Вiдзначимо, що легко встановити належнiсть
функцiї v[−1](t, ξ) простору W 2

T . Справдi, оскiль-
ки функцiя u(t, ξ) належить простору H0

0 ,
то функцiя u(−1)(t, ξ) належить простору H1

0 .
З леми 1 роботи [1] випливає, що функцiя
e−Mtu(−1)(t, ξ) є елементом простору W 0

0 . Ви-
користовуючи лему 3 роботи [1] i посилаючись
на рiвнiсть (7), маємо, що v∈W 1

T . Тому v[−1](t, ξ)
належить простору W 2

T .
Використовуючи формулу iнтегрування ча-

стинами, можна показати, що має мiсце рiвнiсть:⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T

=
⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T

.

Ураховуючи те, що функцiї u(−1) i v зв’язанi
мiж собою рiвнiстю (7), для оцiнки знизу виразу

⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T
можна повторити мiркування

леми 4 статтi [1]. Це дозволяє стверджувати, що
для деякої досить великої додатної сталої c ма-
ють мiсце спiввiдношення:

c
⟨
L(−u(−1)), v

⟩
W 1

T

> ∥u(−1)∥2W 0
0
+ ∥v∥2W 1

T
=

= ∥u∥2
W−1

0
+ ∥v[−1]∥2W 2

T
> 2∥u∥W−1

0
∥v[−1]∥W 2

T
.

Застосовуючи до виразу
⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T
нерiв-

нiсть Шварца, отримуємо:

c∥Lu∥(W 2
T )∗∥v[−1]∥W 2

T
> c

⟨
Lu, v[−1]

⟩
W 2

T

>

>2∥u∥W−1
0

∥v[−1]∥W 2
T
.

Якщо в останнiй нерiвностi лiву i праву части-
ни скоротити на ∥v[−1]∥W 2

T
, то отримаємо лiву

частину нерiвностей (6).

Використовуючи формулу iнтегрування ча-
стинами, праву частину рiвностi (5) для всiх u ∈
∈ L0 i v ∈ LT можна переписати у виглядi:

(u, vtt − avt + bv)L2(Q) + (a0u, v)L2(Γ3)−

−
n∑

i,j=1

(
uξi , aijvξjt − bijvξj

)
L2(Q)

− (8)

−
n∑

i=1

(uξi , aivt − biv)L2(Q) .

Отриманий вираз задає звуження оператора
L : H0

0 → (W 2
T )

∗. Такий звужений оператор буде
визначений на всiй множинi W 0

0 та буде дiяти у
просторах L : W 0

0 → (H2
T )

∗.

Лема 2. Нехай L : W 0
0 → (H2

T )
∗. Для довiльної

функцiї u ∈W 0
0 має мiсце нерiвнiсть

∥u∥H0
0
6 c1∥Lu∥(H2

T )∗ 6 c2∥u∥W 0
0
, (9)

де c1, c2 — додатнi сталi, що не залежать вiд
функцiї u(t, ξ).

Доведення. Якщо до виразу (8) застосувати не-
рiвнiсть Кошi-Буняковського в iнтегральнiй фор-
мi i нерiвнiсть Фрiдрiхса, то отримаємо доведе-
ння правої частини (9).

Для доведення нерiвностi ∥u∥H0
0

6
6 c1∥Lu∥(H2

T )∗ розглянемо значення функцiо-
нала Lu на елементi v(t, ξ), де функцiя v(t, ξ) —
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розв’язок задачi Кошi для звичайного диферен-
цiального рiвняння другого порядку:

eMt(v − vt + βvtt) = u, v|t=T = vt|t=T = 0.

Вiдзначимо, що з леми 2 статтi [1] випливає,
що функцiя v(t, ξ) належить простору W 2

T , а от-
же i простору H2

T . Використовуючи формулу iн-
тегрування частинами, можна показати, що має
мiсце рiвнiсть:

⟨Lu, v⟩H2
T
=

⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T

.

Ураховуючи, що функцiї u(−1) i v зв’язанi мiж
собою спiввiдношенням

eMt(v − vt + βvtt) =
(
u(−1)

)
t
,

для оцiнки знизу виразу
⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T
мо-

жна повторити мiркування леми 5 статтi [1]. Це
дозволяє стверджувати, що для деякої досить ве-
ликої додатної сталої c мають мiсце спiввiдно-
шення:

c
⟨
L(−u(−1)), vt

⟩
H1

T

> ∥u(−1)∥2H1
0
+ ∥vt∥2H1

T
=

= ∥u∥2H0
0
+ ∥v∥2H2

T
> 2∥u∥H0

0
∥v∥H2

T
.

Застосовуючи до виразу ⟨Lu, v⟩H2
T

нерiвнiсть
Шварца:

c∥Lu∥(H2
T )∗∥v∥H2

T
> c ⟨Lu, v⟩H2

T
> 2∥u∥H0

0
∥v∥H2

T

i скорочуючи на ∥v∥H2
T
, завершуємо доведення

леми:

Мiркуючи аналогiчним чином, доведенi апрi-
орнi нерiвностi можна "зсунути" на оператор
u → u(k) для довiльного цiлого значення k. Та-
ким чином, має мiсце теорема.

Теорема 1. Для довiльного числа k∈Z i довiльної
функцiї u ∈W k

0 мають мiсце нерiвностi

∥u∥Wk−1
0

6 c1∥Lu∥(W 2−k
T )∗ 6 c2∥u∥Hk

0
6

6c3∥Lu∥(H2−k
T )∗ 6 c4∥u∥Wk

0
,

де ci — додатнi сталi, що не залежать вiд фун-
кцiї u(t, ξ).

Використовуючи мiркування двоїстостi, ана-
логiчнi апрiорнi нерiвностi можна довести i для
спряженного оператора L∗.

Теорема 2. Для довiльного числа k∈Z i довiльної
функцiї v ∈W k

T мають мiсце нерiвностi

∥v∥Wk−1
T

6 c1∥L∗v∥(W 2−k
0 )∗ 6 c2∥v∥Hk

T
6

6c3∥L∗v∥(H2−k
0 )∗ 6 c4∥v∥Wk

T
,

де ci — додатнi сталi, що не залежать вiд фун-
кцiї v(t, ξ).

З тверджень теорем 1, 2 випливає iн’єктив-
нiсть операторiв L i L∗.

Вивчимо питання iснування та єдиностi
розв’язку псевдогiперболiчного операторного
рiвняння Lu = f . У випадку, коли права частина
f є узагальненою функцiєю певного скiнченного
порядку, деякi результати щодо iснування та єди-
ностi узагальненого розв’язку лiнiйного псевдо-
гiперболiчного рiвняння отримано в та iнших ро-
ботах [2-7].

Теорема 3. Нехай L — псевдогiперболiчний опе-
ратор.

1. Для довiльної правої частини f ∈ (W k
T )

∗,
де k ∈ Z, iснує єдиний розв’язок u ∈W 1−k

0

рiвняння Lu = f .

2. Для довiльної правої частини f ∈ (Hk
T )

∗,
де k ∈ Z, iснує єдиний розв’язок u ∈H2−k

0

рiвняння Lu = f .

Доведення. Доведемо лише першу частину тео-
реми. Друга частина доводиться аналогiчно.

Маємо f ∈ (W k
T )

∗ ⊂ (W k+1
T )∗. Використову-

ючи нерiвностi теореми 2, маємо, що для всiх
функцiй v ∈ W k+1

T ⊂ Hk+1
T ⊂ W k

T виконуються
нерiвностi:∣∣⟨f, v⟩Wk+1

T

∣∣ = ∣∣⟨f, v⟩Wk
T

∣∣6
6∥f∥(Wk

T )∗∥v∥Wk
T
6 c1∥f∥(Wk

T )∗∥L
∗v∥(W 1−k

0 )∗ .

Зважаючи на iн’єктивнiсть оператора L∗, ви-
раз ⟨f, v⟩Wk+1

T
можна розглядати як означен-

ня деякого лiнiйного неперервного функцiона-
ла l(ω) вiд ω = L∗v, визначеного на множинi
L∗(W k+1

T )⊂ (H1−k
0 )∗ простору (W 1−k

0 )∗.
За теоремою Хана-Банаха цей функцiонал

може бути неперервно розширений на весь про-
стiр (W 1−k

0 )∗. З рефлексивностi простору W 1−k
0

випливає iснування такого елемента u ∈ W 1−k
0 ,
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що функцiонал l допускає представлення у ви-
глядi l(ω) = ⟨ω, u⟩W 1−k

0
. Пiдставляючи ω = L∗v

в рiвнiсть l(ω) = ⟨ω, u⟩W 1−k
0

, отримуємо

⟨f, v⟩Wk+1
T

= ⟨L∗v, u⟩W 1−k
0

=

= ⟨Lu, v⟩Hk+1
T

= ⟨Lu, v⟩Wk+1
T

.

Звiдки, зважаючи на довiльнiсть функцiї v ∈
∈W k+1

T , маємо Lu = f .
Єдинiсть розв’язку випливає з iн’єктивностi

оператора L.

Аналогiчна теорема має мiсце i для спряже-
ного оператора L∗.

Теореми 1-3 можуть бути використанi для
розв’язання задачi оптимального керування та
дослiдження керованостi псевдогiперболiчної
системи, зокрема, для встановлення траекторної
та фiнальної керованостей в рiзних класах керу-
ючих впливiв, доведення iснування оптимально-
го програмного керування системою через пра-
ву частину рiвняння, вивчення диференцiальних
властивостей функцiонала якостi, побудови чи-
сельних методiв наближеного розв’язання зада-
чi оптимального керування, побудови чисельних
методiв наближеного розв’язання псевдогiпербо-
лiчного рiвняння та дослiдження збiжностi за-
пропонованих чисельних методiв [2,3].
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