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У данiй роботi описано центр напiвгрупи вiдповiдностей скiнченної групи. Введено
означення суперцентрального автоморфiзму скiнченної групи. Показано, що кожний
автоморфiзм циклiчної групи є суперцентральним. Доведено, що центр напiвгрупи
вiдповiдностей скiнченної групи iзоморфний групi суперцентральних iзоморфiзмiв групи.

Ключовi слова: центр напiвгрупи, суперцентральний автоморфiзм, напiвгрупа вiдпо-
вiдностей.

The problem of learning the semigroups of correspondences was set by Kurosh O. H. at his time.
The work presents the centre of the semigroup of correspondences of the finite group. It is introduced the
definition of the supercentral automorphism of the finite groups. We show that every automorphism of
the cyclic group is supercentral and each homotecia of the vector space is the supertsentral automorphism
of the additive group of this space. It is proved that the set of all supercentral automorphisms form a
subgroup of the group of the automorphisms of the finite group. It is also proved that the center the
semigroup of the correspondences of the finite group is isomorphic to the group of the supercentral
isomorphisms of the group. As a result, it is stated that the center of the semigroups of correspondences
of the finite group is isomorphic to the group of the automorphisms of the finite group. It should be
noted that if the finite group is a cyclic group or elementary abelian group, then the semigroup of
correspondences has nontrivial center. If the group is generated by the element of order 2, then its
semigroup of correspondences has the trivial center.
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1 Вступ

Нехай G — унiверсальна алгебра. Якщо пiдал-
гебру з G×G розглядати як бiнарне вiдношення
на G, то множина S(G) всiх пiдалгебр з G×G
є напiвгрупою вiдносно деморганiвського добу-
тку вiдношень. Напiвгрупа S(G) називається
напiвгрупою вiдповiдностей алгебри G.

Задачу вивчення напiвгруп вiдповiдностей
поставив ще в кiнцi 60-х рокiв минулого столi-
ття вiдомий математик Курош О.Г. (див. [1]).
Напiвгрупи вiдповiдностей довiльних унiвер-
сальних алгебр вивчав Iскандер [2]. Напiвгру-
пи вiдповiдностей скiнченних груп вивчались,
зокрема, в [3] i [4]. У данiй роботi описується
будова центра напiвгрупи вiдповiдностей скiн-

ченної групи.
У роботi [3] показано, що коли G — група,

то елементи напiвгрупи S(G) можна ототожни-
ти з п’ятiрками вигляду (H1, G1,H2, G2, ϕ), де
H1CG1 < G, H2CG2 < G, а ϕ — iзоморфiзм фа-
кторгрупи G1/H1 на факторгрупу G2/H2. При
цьому вiдповiдний елемент напiвгрупи S(G) —
як пiдмножина iз G×G — має вигляд

(H1, G1,H2, G2, ϕ) =
⋃

a∈G1

(aH1 × ϕ(aH1)).

Множини вигляду aH1 × bH2, де
bH2 = ϕ(aH1), будемо називати блоками еле-
мента A = (H1, G1,H2, G2, ϕ).
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2 Центр напiвгрупи вiдповiдностей

Нагадаємо, що центром Z(T ) напiвгрупи T на-
зивається множина

Z(T ) = {a ∈ T | ax = xa для всiх x ∈ T}.

Зауважимо, що у випадку напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) її центр Z(S(G)) завжди мi-
стить одиницю напiвгрупи — дiагональне вiд-
ношення ∆, i нуль напiвгрупи — пусте вiдноше-
ння (останнє — у випадку, коли пусте вiдноше-
ння включається в S(G)). Якщо центр мiстить
лише цi елементи, будемо називати його тривi-
альним.

Твердження 1. Нехай G — довiльна унi-
версальна алгебра. Якщо ненульовий елемент
A ∈ S(G) належить центру Z(S(G)) напiвгру-
пи вiдповiдностей S(G), то проекцiя елемента
A ⊆ G×G на кожен множник збiгається з G.

Доведення. Для довiльного бiнарного вiдноше-
ння ϕ ⊆ G × G маємо рiвностi, якi легко пере-
вiряються безпосередньо:

ϕ ◦ (G×G) = pr1 ϕ×G,

(G×G) ◦ ϕ = G× pr2 ϕ.
(1)

Повне вiдношення G×G є елементом напiв-
групи вiдповiдностей S(G). Тому з рiвностей (1)
випливає, що для довiльного ненульового еле-
мента A ∈ Z(S(G)) виконується рiвнiсть

pr1 A×G = G× pr2 A.

Але тодi

pr1A = G, G = pr2A.

Нехай тепер G є групою,

A = (H1, G1,H2, G2, ϕ)

— елемент iз центру Z(S(G)) ї ї напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G). Iз твердження 1 випливає,
що G1 = G2 = G.

Лема 1. Якщо елемент

A = (H1, G, H2, G, ϕ)

напiвгрупи вiдповiдностей S(G) належить
центру, то H1 = H2 = E i ϕ ∈ AutG.

Доведення. Розглянемо елемент

B = (E, E,G, G, ε),

де ε — тривiальний автоморфiзм одиничної гру-
пи. Тодi

B ◦A = (E, E,G, G, ε) = B,

A ◦B = (H1,H1, G,G, ε).

Отже, H1 = E.
Аналогiчно для елемента

C = (G, G,E, E, ε)

маємо:

A ◦ C = (G, G,E, E, ε) = C,

C ◦A = (G,G, H2,H2, ε).

Тому H2 = E.
Оскiльки обидва фактори тепер дорiвню-

ють G/E ' G, то ϕ ∈ AutG.

Автоморфiзм ϕ групи G будемо називати
суперцентральним, якщо вiн комутує з усiма
iзоморфiзмами факторiв групи G у тому сенсi,
що для довiльних пiдгруп G1, H1, G2, H2, та-
ких, що G1BH1, G2BH2 i G1/H1 ' G2/H2, i для
довiльного iзоморфiзму ψ : G1/H1 → G2/H2 ви-
конується рiвнiсть

ϕ(ψ(gH1)) = ψ(ϕ(gH1)) (2)

для довiльного g ∈ G1.
Зрозумiло, що тотожний автоморфiзм є су-

перцентральним. Розглянемо менш тривiальнi
приклади.

Твердження 2. Кожен автоморфiзм циклi-
чної групи є суперцентральним.

Доведення. Це очевидно для нескiнченної ци-
клiчної групи Z, де є всього 2 автоморфiзми:
тотожний i x 7→ −x.

Нехай тепер Zn — циклiчна група поряд-
ку n. Кожен автоморфiзм групи Zn має вигляд
ϕk : x 7→ kx, де елемент k ∈ Z∗n — фiксований.
Для автоморфiзма ϕk рiвнiсть (2) набуває ви-
гляду

k · ψ(g + N1) = ψ(k · (g + H1))

i є правильною.
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Елементарну абелеву групу Zn
p зручно роз-

глядати як адитивну групу n–вимiрного ве-
кторного простору над полем Zp. Тодi пiдгрупи
збiгатимуться з пiдпросторами, а автоморфiзми
— з невиродженими лiнiйними перетвореннями.
Тому аналогiчно попередньому доведенню для
групи Zn доводиться

Твердження 3. Для довiльного елемента
k ∈ Z∗p гомотетiя ϕk : x 7→ kx є суперцен-
тральним автоморфiзмом адитивної групи ве-
кторного простору Zn

p .

Твердження 4. Нехай G — скiнченна група.
a) Якщо ϕ — суперцентральний автомор-

фiзм, то для кожної пiдгрупи H 6 G виконує-
ться рiвнiсть ϕ(H) = H.

b) Множина всiх суперцентральних авто-
морфiзмiв утворює пiдгрупу групи Aut G.

Доведення. a) Нехай H 6 G — довiльна пiд-
група, ϕ — суперцентральний автоморфiзм,

ε : H/E → H/E

— тотожний iзоморфiзм i g — довiльний еле-
мент iз H. Тодi з рiвностi (2) випливає, що
ϕ(g) = ε(ϕ(g)). Оскiльки ε визначений лише на
пiдгрупi H, то ϕ(g) ∈ H.

b) Позаяк група G — скiнченна, то всi ав-
томорфiзми мають скiнченний порядок. Тому
досить перевiрити лише замкненiсть множини
суперцентральних автоморфiзмiв вiдносно мно-
ження. Нехай ϕ1 i ϕ2 — суперцентральнi авто-
морфiзми. Враховуючи a), замкненiсть вiдно-
сно множення випливає з такого ланцюжка рiв-
ностей:

(ϕ1ϕ2)(ψ(gH1)) = ϕ2(ϕ1(ψ(gH1))) =
= ϕ2(ψ(ϕ1(gH1))) =

= ϕ2(ψ(ϕ1(g)H1)) = ψ(ϕ2(ϕ1(g)H1)) =
= ψ(ϕ2(ϕ1(gH1))) = ψ((ϕ1ϕ2)(gH1)).

Теорема 1. Центр Z(S(G)) напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) скiнченної групи G збi-
гається з множиною елементiв вигляду
A = (E, G,E, G, ϕ), де ϕ — суперцентральний
автоморфiзм групи G.

Доведення. Iз твердження 1 i леми 1 випли-
ває, що кожен елемент A ∈ Z(S(G)) має вигляд
A = (E, G,E, G, ϕ), де ϕ ∈ AutG. Покажемо
спочатку, що ϕ(H) = H для кожної пiдгрупи

H 6 G. Справдi, якщо H 6 G, то H × H є
елементом напiвгрупи S(G). Але

(H ×H) ◦A = H × ϕ(H),

A ◦ (H ×H) = (ϕ−1(H)×H).

Тому якщо A ∈ Z(S(G)), то ϕ(H) = H.
Розглянемо тепер довiльний елемент

B = (H1, G1, H2, G2, ψ) напiвгрупи S(G). Запи-
шемо B у виглядi

B =
⋃

i

(giH1, g
′
iH2),

де g′iH2 = ψ(giH1). Безпосередньо перевiряє-
ться, що

B ◦A =
⋃

i

(giH1, ϕ(g′i)H2),

A ◦B =
⋃

i

(ϕ−1(gi)H1, g
′
iH2).

(3)

Якщо A◦B = B◦A, то ϕ−1(gi)H1 = gjH1 для де-
якого gj . Тому giH1 = ϕ(gj)H1. Крiм того, має
бути

(ϕ−1(gi)H1, g
′
iH2) = (gjH1, ϕ(g′j)H2).

Але тодi

ψ(ϕ(gjH1)) = ψ(ϕ(gj)H1) = ψ(giH1) =

= g′iH2 = ϕ(g′j)H2 = ϕ(g′jH2) = (4)

= ϕ(ψ(gjH1)).

Оскiльки елемент gj ∈ G1 може бути до-
вiльним, то це доводить виконання умови (2).
Отже, автоморфiзм ϕ є суперцентральним.

Навпаки, якщо ϕ — суперцентраль-
ний автоморфiзм групи G, то для елемен-
та A = (G,E, G,E, ϕ) i довiльного елемен-
та B = (G1,H1, G2,H2, ψ) iз рiвностi
giH1 = ϕ(gj)H1 i рiвностей (4) випливає, що
правi частини в (3) будуть збiгатися. А тому
A ◦ B = B ◦ A i A належить центру напiвгру-
пи S(G).

Наслiдок 1. Центр Z(S(G)) напiвгрупи вiд-
повiдностей S(G) скiнченної групи G iзомор-
фний групi суперцентральних автоморфiзмiв
групи G.
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Доведення. Оскiльки

(G,E, G,E, ϕ) ◦ (G,E,G, E, ψ) =

= (G,E,G, E, ϕψ),

то це випливає з теореми 1 i тверджен-
ня 4.b).

Наслiдок 2. Якщо група автоморфiзмiв
AutG групи G має тривiальний центр, то й
напiвгрупа вiдповiдностей S(G) має тривiаль-
ний центр.

Доведення. Це випливає з теореми 1 i того, що
кожний суперцентральний автоморфiзм нале-
жить центру групи AutG.

Наслiдок 3. Якщо G є циклiчною групою Zn

(де n > 2) або елементарною абелевою групою
Zn

p (де p > 2 — просте), то напiвгрупа вiдпо-
вiдностей S(G) має нетривiальний центр.

Доведення. Iз тверджень 2 i 3 випливає, що в
цих випадках iснують нетривiальнi суперцен-
тральнi автоморфiзми. За теоремою 1 кожен
iз таких автоморфiзмiв дає нетривiальний еле-
мент iз центру напiвгрупи S(G).

Наслiдок 4. Якщо група G породжується
елементами порядку 2, то її напiвгрупа вiдпо-
вiдностей S(G) має тривiальний центр.

Доведення. Iз твердження 4.a) випливає, що
кожний суперцентральний автоморфiзм лишає
нерухомими елементи порядку 2. А тому коли
група породжується елементами порядку 2, то
суперцентральним буде тiльки тотожний авто-
морфiзм.

Зауважимо, що умову наслiдку 4 задоволь-
няють, зокрема, елементарна абелева 2–група
Zn

2 , дiедральна група Dn, симетрична група Sn

i знакозмiнна група An (n > 4).
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