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Проведено математичне моделювання процесу маcоперенесення солей з врахуванням 

нестаціонарної фільтрації та вологоперенесення в насичено-ненасиченому ґрунті у двовимірному 

нелінійному випадку. Чисельний розв'язок відповідної крайової задачі знайдено методом скінченних 

різниць. В результаті програмної реалізації задачі проведені чисельні експерименти і здійснено їх 

аналіз.  

Ключові слова: масоперенесення, вологоперенесення, нестаціонарна фільтрація, повне і неповне 

насичення, концентрація, напір. 

  

The mathematical modelling was carried out of the process of mass transfer of salts taking into account 

non-stationary filtration and moisture transfer in saturated-non-saturated soil with two-dimensional non-

linear case. On the basis of the built mathematical model of this boundary problem the research has been 

conducted of the process of salt transfer to the drain in the area of complete saturation and of the process of 

moisture transfer taking into account salt transfer in the area of incomplete soil saturation. The 

comprehensive study is carried out of the process of salt transfer in areas of complete and incomplete 

saturation. For this purpose these areas of water saturation are considered as one entity with common 

unknown boundary which is in the process of problem solution. This gave the possibility to find the 

interconnection between investigated processes and to carry out their forecast in the area of saturated-non-

saturated soil medium. Numeric solution of corresponding boundary problem were found by the method of 

finite differences. As the result of the programme implementation of the problem numeric experiments were 

carried out and their analysis was conducted.  

Key Words: mass transfer, moisture transfer, non-stationary filtration, complete and incomplete 

saturation, concentration, head.

 

Статтю представив д.т.н., проф. Гаращенко Ф.Г. 

 

Вступ. Підтоплення територій населених 

пунктів та інших земельних ділянок відбувається 

унаслідок підйому рівня ґрунтових вод (РГВ). 

Основні способи боротьби з підтопленнями та 

негативним впливом ґрунтових вод базуються на 

будівництві різного типу дренажних систем. 

Вибір оптимальних заходів повинен розглядатися  

на основі прогнозу протікання даних процесів та 

фізико-хімічних показників з врахуванням 

техногенних і природно-кліматичних чинників. 

Тому для управління водними ресурсами 

необхідно детально дослідити процеси, що 

протікають у ґрунтових масивах, а саме: 

вологоперенесення, що описує динаміку руху 
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вологи, - в ненасиченому ґрунті, фільтрацію – в 

насиченому ґрунті, масоперенесення – 

поширення забруднення та засолення ґрунтів. 

Процеси фільтрації та масоперенесення в 

насичених ґрунтах розглянуто в [1-3], теоретичні 

основи вологоперенесення розглядалися окремо в 

областях повного і неповного насичення. Крім 

того, процес вологоперенесення розглядався без 

врахування масоперенесення та впливу 

осмотичних явищ. У даній роботі здійснено 

комплексне дослідження процесу 

масоперенесення солей при нестаціонарній 

фільтрації та вологоперенесенні в насичено-

ненасичому грунтовому масиві у нелінійному 

двовимірному випадку. 

 
Рис. 1  Фільтрація сольового розчину до  

       горизонтального дренажу 

 

Потрібно дослідити процеси нестаціонарної 

фільтрації сольових розчинів до дрени в області 

повного насичення 
1  і вологоперенесення в 

області неповного насичення 
2  з врахуванням 

перенесення солей в обох областях. 

Математична модель задачі. Математична 

модель процесу масоперенесення при 

нестаціонарній фільтрації сольових розчинів в 

області повного насичення 
1

  у 

загальноприйнятих позначеннях описується 

диференціальними рівняннями вигляду [1-5] 
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Процес масоперенесення солей при 

вологоперенесенні в області неповного 

насичення ґрунту 
2

  описується наступною 

математичною моделлю [1-5]: 

   
    












































y

c
c

x

c
c

y

y

c
cD

x

x

c
cD

yx
2

2
2

2

2
22

2
22


 

    

 
t

c
Cc




 2

2

*

22  ,                (6) 

      






































y

h
hсk

yx

h
hсk

xt

h
h 2

22
2

22
2

2 ,, , (7)              

 
x

c
c

x

h
hckcx









 2

22
2

2222

2 )(),(  ,   (8) 

        
 

y

c
c

y

h
hckcy









 2

22
2

2222

2 )(),(  ,      

                                   ),(
~

0,, 2

02 yxCyxc  ,           (9) 

           
2

1
2

~

1

Cc
FE
 ,   0

11

2 




 FFEE
x

c
, 

  ),(
~

0,, 2

02 yxHyxh  , yh
EF

2
, .0

11

2 




 FFEEn

h  (10) 

     На межі областей повного і неповного 

насичення (вільній поверхні) EF задані умови 

спряження для напорів, концентрації сольових 

розчинів і потоків солі відповідно: 

EFEF
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cc 21  ,         (11) 
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На дрені АВСD задані наступні граничні 

умови:  
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Чисельний метод розв’язування задачі. Для 

знаходження чисельного розв'язку поставленої 

крайової задачі використано  метод скінченних 

різниць [6].  

Для знаходження чисельного розв’язку  задачі 

нестаціонарної фільтрації модифікуємо 

локально-одновимірну схему  (ЛОС) О.А. 
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Самарського [6] на випадок нелінійної крайової 

задачі. 
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Для (12), (13) побудовано неявну різницеву 

схему, чисельний розв’язок якої знайдено 

методом прогонки. 
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 Для знаходження розв'язку задачі (1), (3), (5) 

при повному насиченні модифікуємо ЛОС [6] на 

випадок нелінійної крайової задачі 
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при відповідних крайових умовах, заданих на 

межі області повного насичення. 

Розв'язок відповідних крайових задач (18), 

(20) знайдено з використанням монотонної 

різницевої схеми та методу прогонки у вигляді 
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 Побудову чисельного алгоритму 

знаходження розв'язку задачі масоперенесення 

солей з врахуванням вологоперенесення (6)-(10) 

в області неповного насичення ґрунту здійснено 

аналогічно попередній задачі з використанням 

ЛОС [6]. Рівняння вологоперенесення 

представимо у вигляді двох одновимірних 

рівнянь: 

 
  t

h

hсk

h

х

h










22

2

2

2

,
5.0


,                   (22)  

 
  t

h

hсk

h

у

h










22

2

2

2

,
5.0


.                   (23) 

Для знаходження розв'язку задач (22), (23) 

застосовано неявну різницеву схему та метод 

прогонки. В результаті чого знайдено розв’язок 

(22) у наступному вигляді: 
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Загальний розв’язок задачі 

вологоперенесення для (23) знаходимо у вигляді 

1,

1

1,21,

1

,2 





  ji

k

jiji

k

ji HH  ,             (25)
 

де 
6,6

6

1,
ac

b

ji

ji






, 

6,6

6,6

1,
ac

fa

ji

ji

ji










, 0,0 i ,      

 1

0,,20,

 k

ii H , 1,1  ni , 1,1  mj , 1,0  Kk . 

В результаті знаходження розв’язку задачі 

вологоперенесення, знайдено розв'язок задачі 

масоперенесення солей в даній області 

водонасичення. Для цього модифікуємо  ЛОС 

для задачі масоперенесення солей при 

вологоперенесенні (6), (8), (10).  
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при відповідних крайових умовах, заданих на 

межі області неповного насичення. 

Чисельний розв’язок  задач (26)-(29) знайдено 

з використанням монотонної різницевої схеми 

аналогічно розв’язуванню задач (16), (18)  в 

області повного насичення.  

Компоненти швидкості фільтрації знаходимо 

в результаті апроксимації рівнянь (17), (19), (27),  

(29). Алгоритм розрахунку вузлів вільної 

поверхні EF побудовано на основі роботи [2], що 

дає можливість отримати розв'язок задачі в обох  

підобластях насичено-ненасиченої області. 

  Програмна реалізація та результати 

чисельних експериментів. Програмна реалізація 

і чисельні експерименти проводилися в 

середовищі візуально-подійного, об’єктно-

орієнтованого програмування Microsoft Visual 

Studio 2012 на мові C# при сталих початкових і 

граничних умовах з такими вихідними даними:  

  дібT 360 , мl 101  ,  мl 52  ,  4,021  , 

      мH 51  , мH 3,02  , 0065,021   , 

літргC /350*  , літргС /10
~

1  , литргС /40
~

2  , 

 3456 3194.1162.000088.00002.0)( ccccck

187.180223.09229.3 2  cc ,   

]1;0[єc  - обезрозмірена величина [4].   

В результаті програмної реалізації 

побудованого обчислювального алгоритму 

розв’язування задачі нестаціонарної фільтрації та 

вологоперенесення у відповідних областях 

отримали поле розподілу напорів рідини в 

насичено-ненасиченому ґрунтовому масиві 

(рис. 2).  

 
Рис. 2 Розподіл поля напорів рідини в насичено-

ненасиченому ґрунтовому масиві 

Результат сумісного розв’язування задачі 

масоперенесення солей в областях повного і 

неповного насичення зображено на рис. 3. 

 
Рис. 3 Графік розподілу концентрації сольових 

розчинів в області насичено-ненасиченого ґрунту 

 

В якості чисельного експерименту для 

встановлення впливу нестаціонарної фільтрації 

на процес масоперенесення солей знайдено 

розв’язок задачі стаціонарної фільтрації. 

Порівняльні графіки розподілу  напорів рідини та 

концентрації солей мають виглял (рис. 5, 6) 

        
Рис. 5 Графік порівняння розподілу 

п’єзометричних напорів для задач 

нестаціонарної та стаціонарної фільтрації 

 

       
Рис. 6 Графік порівняння розподілу концентрації 

солей при нестаціонарній та стаціонарній 

фільтрації 

 

На основі отриманих результатів програмної 

реалізації та чисельних експериментів 

встановлено наступне: в області насичено-

ненасиченого ґрунтового середовища розподіл 

напорів рідини спадає з часом та глибиною (рис. 

2); розподіл концентрації солей монотонно 

спадає з часом та глибиною під дією процесу 

фільтрації та вимиванням сольових розчинів 
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через дрену (рис. 3). Під дією фільтраційних 

процесів вільна поверхня рухається вниз і її 

положення змінилося на 40% (рис. 4), що 

потрібно враховувати при використанні 

дренажних систем в якості елемента 

осушувальної системи. В результаті порівняння 

результатів розв’язків задачі фільтрації 

встановлено збільшення значень напорів рідини 

(10-20%) та концентрації солей (10%) при 

нестаціонарній фільтрації (рис. 5, 6), що слід 

враховувати при математичному моделюванні 

фільтраційних процесів.  

6. Висновки. В роботі проведено математичне 

моделювання процесу масоперенесення солей 

при нестаціонарній фільтрації та 

вологоперенесенні в насичено-ненасиченому 

ґрунтовому середовищі в двовимірному 

нелінійному випадку. Чисельний розв'язок задачі 

знайдено методом скінченних різниць з 

використанням модифікованої ЛОС на випадок 

нелінійної крайової задачі. В результаті чого 

встановлено монотонне спадання концентрації 

сольових розчинів з глибиною по всій області 

насичено-ненасиченого ґрунту під дією 

фільтраційного потоку, що обумовлено 

вимиванням сольових розчинів з пористого 

середовища через дрену. При врахуванні 

нестаціонарної фільтрації напори рідини 

зростають інтенсивніше, що призводить до більш 

швидкого вимивання сольових розчинів з 

пористого середовища.  
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