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          У даній роботі продовжено дослідження динаміки систем двох нелінійних диференціальних 

рівнянь з квадратичною нелінійністю, що моделюють популяційні процеси в системі «хижак-

жертва». Модель являє собою систему двох диференціальних рівнянь з одним постійним 

запізненням. Обчислені точки спокою системи, що представляють сталі режими. Проведено 

дослідження стійкості ненульового положення рівноваги, відповідне сталій відповідності кількості 

хижаків і жертви.  

      Ключові слова: математична модель, динамічна система, диференціальні рівняння, особливі 

точки, стійкість. 

   In this article the continuation of the study of longitudinal nonlinear mathematical models of 

population dynamics such as "predator-prey" with the delay is presented, which was previously 

published in [1-3]. Those types of models are described by systems of ordinary differential 

equations considered in [4]. The need to introduce "delay factor", is caused by many factors, in 

particular, the time of "population manuring". This model is a system of two differential equations 

with quadratic nonlinearity. Special points of system were found. Particular attention is given to a 

singular point, which is a steady position of equilibrium between predator and prey. A study of non-

zero equilibrium position is done. Investigation of the stability of non-zero equilibrium position 

comes to the study of the system linearized near this position. For biological models of dynamics of 

the population, the important factor is the delay due to the time of maturation of the population. 

Therefore, in the second part of the article, a mathematical model is given and it’s representing a 

system of differential-difference equations with a constant delay. The research of stability of 

nonzero equilibrium position can also be reduced to the study of stability of the system linearized at 

a singular point. However, in this case, the left side of the characteristic equation is a quasi-

polynomial of the second order, which has a countable number of eigenvalues. The algorithm for 

his research is proposed. 

     Key words: mathematical model, dynamic system, differential equations, special points, stability. 

 

     Статтю представив д.ф.-м.н, проф. Хусаінов Д. Я. 

 

Вступ 

У запропонованій статті продовжено 

дослідження математичних моделей динаміки 

популяцій типу «хижак-жертва», раніше 

опублікованих у статтях [1-3]. 

В роботі [4] розглянуті рівняння, що описують 

взаємодії між видом жертви з щільністю  tx  і 

хижаком, що винищує її, з щільністю  ty . 

Система рівнянь динаміки має вигляд 

         tytcxtbxtaxtx  2 , 

       tytxcteyty  .                                 (1.1) 

В основі складання системи (1.1) лежать 

наступні припущення: 

- при відсутності хижацтва зростання чисель-

ності жертви відбуватиметься відповідно до 
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логістичного рівнянням з швидкістю і ємністю 

середовища ba , 

- швидкість «поїдання» жертви пропорційна 

добутку щільності хижака і жертви. 

Проведемо дослідження якісної поведінки 

системи (1.1). Положення рівноваги системи 

визначаються рішеннями системи рівнянь 

        02  tytcxtbxtax , 

      0 tytxctdy .  

і є особливими точками 

 0,0O ,    0,11 xO , 
b

a
x 1 ,    

 222 , yxO ,  
c

d
x


2 , 

cc

bd

c

a
y


2 .    (1.2) 

Перша особлива точка являє собою відсутність 

популяцій і не представляє інтерес. Друга 

передбачає відсутність хижака і сталий режим 

популяції жертви, відповідний наявності їжі. В 

разі 0 bdca  третя особлива точка являє 

собою сталу взаємодію між хижаком і 

жертвою. В роботі [4] проведено дослідження 

цієї особливої точки. Встановлено, що вона 

може бути або циклом, або стійким 

(нестійким) фокусом. 

У даній роботі проведено аналітичне 

дослідження. Апаратом дослідження виберемо 

метод лінійного наближення. Для нелінійної 

системи загального вигляду 

      tytxPtx , ,       tytxQty ,  

система лінійного наближення в околиці 

особливої точки  222 , yxO  має вигляд 

     tx        

           222222 ,, ytyyxPxtxyxP tytx  , 

 ty  

           222222 ,, ytyyxQxtxyxQ tytx   

Або у векторно-матричному вигляді 

   tzAtz 0 .                   (1.3) 
















00
21

0
12

0
11

0
a

aa
A ,  

 
 










ty

tx
tz , 

c

bd
a


0

11 ,  

c

cd
a


0

12 , 
c

bdca
a


0

21 .         (1.4) 

Характеристичне рівняння системи (1.3) має 

вигляд 

  










0
21

0
12

0
11

0det
a

aa
IA   

                             00
21

0
12

0
11

2  aaa  . 

Підставивши значення (1.4), отримаємо 

02 








c

bdca
d

c

bd
 .               (1.5) 

Умовою стійкості положення рівноваги 

(системи на площині) буде додатність 

коефіцієнтів характеристичного рівняння, 

тобто 

0
c

bd
, 0



c

bdca
d .               (1.6) 

Причому, якщо буде виконуватися умова 

04

2















 c

bdca
e

c

bd
, 

то буде стійкий вузол. Інакше буде стійкий 

фокус. 

1. Система с запізнюванням 

 В роботі [4] зазначено, що істотним 

фактором, що визначає динаміку, може бути 

вплив запізнювання. «На практиці стійкість 

або коливальний характер системи хижак-

жертва залежить від того, який із чинників є 

домінуючим: демпфірування, що створюється 

системою, що самоорганізується під впливом 

жертви або хижака, або запізнення, 

обумовлене дискретністю сезонів 

розмноження або часом розвитку». 

 Була розглянута система рівнянь із 

запізненням 

         tytcxtbxtaxtx  2 ,  

         tytxctdyty .     (2.1) 

Ця система рівнянь «схожа» на систему (1.1). 

Передбачається існування тимчасового 

інтервалу   між моментом, коли убита одна 

особа жертви, і моментом, коли відбувається 

відповідне збільшення чисельності дорослих 

хижаків. Особливі точки для системи з 

запізненням ті ж, що і для системи без 

запізнення. В роботі [4] стійкість положення 
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рівноваги визначалася чисельним 

моделюванням.       

  Проведемо аналітичне дослідження 

особливої точки  222 , yxO  системи з 

запізненням (2.1). В основу досліджень також 

покладено метод лінійного наближення в 

околиці особливої точки і оцінку характеру 

нелінійності. У загальному випадку система 

двох рівнянь із запізненням має вигляд 

            tytxtytxPtx ,,, , 

            tytxtytxQty ,,, . 

 Система лінійного наближення в околиці 

особливої точки  222 , yxO  записується в 

вигляді 

         22222 ,,, xtxyxyxPtx tx
       

               22222 ,,, ytyyxyxP ty                

                22222 ,,, xtxyxyxP tx   

              22222 ,,, ytyyxyxP ty    , 

        22222 ,,, xtxyxyxQty tx
     

               22222 ,,, ytyyxyxO ty                                           

                 22222 ,,, xtxyxyxQ tx   

               22222 ,,, ytyyxyxO ty    . 

            Так як             

                  tytxtytxP ,,,  

                                      tbxtytcxtax 2  

                   tytxtytxQ ,,,   

                                     tytxctcy  

то, обчисливши похідні, одержимо систему 

лінійного наближення 

      tBztAztz .              (2.2) 











22

1211

0 a

aa
A , 










2221

00

bb
B ,  

 
 










ty

tx
tz , 

 
 
 




















ty

tx
tz , 

де  

c

bd
a


11 , 

c

cd
a


12 , 021 a , da 22 , 

c

bdca
b


21 , db 22 . 

Характеристичне рівняння системи з 

запізненням (2.2) вже має вигляд 

  

















222221

1211
det

beabe

aa
IBeA

             
222211

2 beaa   

                      0211222112211  ebabaaa   

Підставивши значення коефіцієнтів, 

отримаємо

  012 






















 

c

d
ecabdde

c

b   . 

(2.3) 

У разі відсутності запізнювання, тобто при 

0 , воно збігається з (1.5). Досліджуємо 

вплив запізнювання на стійкість положення 

рівноваги системи з запізненням (2.2). 

 Рішення характеристичного рівняння 

(2.3) шукаємо у вигляді комплексного числа 

iyx . Після підстановки в (2.3), 

отримуємо 

    



















   yiye
c

b
ixyyx x sincos1222

          iyxde  

              0sincos 


 

c

d
yiyecabd x  . 

 Напишемо одержане комплексне 

рівняння у вигляді системи двох дійсних 

рівнянь 




















    ydyexye
c

b
yx xx coscos122

  


 

c

d
yecabd x  cos

 


















    yxeye
c

b
yxyi xx coscos12

 0sin    yade x . 

Таким чином, отримуємо наступне 

твердження. 
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Нехай існує таке 0 , що рішення 

 iii yxM , , ,...2,1i  системи нелінійних 

рівнянь  




















    ydyexye
c

b
yx xx coscos122

  0cos 


 

c

d
yecabd x  , 

  0sincos12 










    yadeyeyx
c

b
yxy xx

задовольняє умові  

0Re ix , ,...2,1i  

Тоді точка спокою  222 , yxO  нелінійної 

системи (2.1) при 0  буде асимптотично 

стійкою.
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