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В праці на базі розв’язку модельної задачі типу теплопровідності побудовано та досліджено 

спосіб розв’язування сформульованої задачі методом розділення змінних в базисі біортогональних 
поліномів. Вивчено вплив параметрів методу, зокрема порядку часткової суми, розрядної сітки 
обчислювальної системи та похибки обчислення на точність отриманого розв’язку. Результати 
наближених обчислень порівнювались з відповідними значеннями точного розв’язку та подані у 
вигляді таблиць. 

Ключові слова: спектральні методи, біортогональні поліноми, задачі математичної фізики. 
 
The algorithms of construction of quasiorthohonal and biorthohonal polynomials are developed 

on the base of Chebyshev’s orthogonal polynomials of the first kind. The obtained results were 
tested in the process of calculating experiment on the examples of modeling tasks. 

The properties of spectral expansions in the bases of orthogonal, and quasiorthogonal and 
biorthogonal polynomials were investigated for efficient use of constructed orthogonal spectra and 
proportion among them were found. The recurrent formulas for representation of one investigated 
basis through other one and formulas of transition from one spectral expansion to another. 

The method of solution of the formulated problem by means of division of variables in the basis 
of biorthohonal polynomials is constructed and studied on the basis of the model problem of heat 
conductivity solution. The influence of the method of parameters including the order of partial 
sums, decade frame of the calculating system and errors in calculation for accuracy of obtained 
solution are learned. The results of approximate calculations were compared with corresponding 
values of exact solution and presented in tables. 

Keywords: spectral methods, biorthohonal polynomials, problems of mathematical physics. 
 
Статтю представив д.т.н., професор Гаращенко Ф.Г.  
  
Вступ. Спектральні методи застосовуються 

як в теоретичних дослідженнях,  так і для 
розв’язування широкого класу прикладних задач. 
Позитивними сторонами є те, що багато 
ортогональних базисів достатньо добре 
дослідженні, прості у використанні та побудовані 
на їх основі алгоритми розв’язування легко 
піддаються автоматизації. До негативних сторін 
можна віднести те, що сумування відповідних 
рядів,  як правило,  є некоректною задачею.  Далі,  
не всі критерії, які ставляться до рішень задач, 
можна задовольнити застосуванням одного 
ортогонального базису. У зв’язку з тим для більш 
ширшого задоволення критеріїв або 

модифікуються існуючі базиси, або будуються 
нові. Одним з шляхів врахування згаданих 
зауважень є застосування біортогональних 
розкладів. В літературі є незначна кількість робіт 
стосовно застосування біортогональних 
розкладів до розв’язування прикладних задач. 
Однією із причин є та,  що побудова 
біортогональних базисів пов’язана із значними 
обчислювальними труднощами.  

Метою роботи є апробація та дослідження 
побудованих в роботах [6], [7] на базі поліномів 
Чебишева першого роду повної системи 
біортогональних поліномів для знаходження 
рішення модельної задачі типу теплопровідності. 
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Формулювання задачі. Необхідно знайти 
функцію ( ),f x t  для довільного часу , 0t t > , на 

проміжку [ ]1,1xÎ - , яка задовольняє рівняння 

( ) ( )2

2 2

, ,1 0
f x t f x t

x a t
¶ ¶

- =
¶ ¶

   (1) 

за наступних крайових  умов: 
( ),0 0f x = ,    (2) 

( ) ( )1,f t a tp- = ,      (3) 

( )1, 0f t = .      (4) 
Розв’язок задачі (1)-(4) шукатимемо у 

вигляді 
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i iV x+
- , ( )2

n i
i iV x+
-  - біортогональні 

многочлени порядку n i+ , ( )1n iT x+ +¢  - перша 
похідна многочлена Чебишева першого роду 
степеня 1n i+ +  [5], для яких справджуються 
рівності 
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, 2n s= , 0i =  - для парних 

функцій та 1i =  - для непарних функцій. Для 
того, щоб розв’язок (5) задовольняв умову (2), 
потрібно знайти такі функції ( )іq t , 1,..,i n=  
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Підставимо формули (12) та (13) в рівняння 
(1). Отримане таким чином співвідношення 
домножимо на ( )2

n i
i iV x+
-  та зінтегруємо з вагою 

( )xr  в межах від -1 до 1 [2]. Враховуючи умови 
(10), (11) та рівності (7), (8), дістанемо 
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Отже, ми отримали n  диференціальних 

рівнянь, розв’язками яких є інтеграли Досона [1] 
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Підставимо формули (12) та (13) в рівняння 

(1). Отримане таким чином співвідношення 
домножимо на ( )1n iT x+ +¢  та зінтегруємо з вагою 

( )xr  в межах від -1 до 1 [2]. Враховуючи умови 
(10), (11), рівності (6), (9) та вирази (14), (15), 
дістанемо 
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З рівнянь (16) та (17) знаходимо невідомі 
коефіцієнти 2 1 2
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Отже, розв’язок задачі (1)-(4) записується у 
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Слід зазначити, що параметри 
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+ , 
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n
i it - +  із розв’язку (18) можуть 

бути обчислені з довільною точністю і знайдені з 
алгоритму побудови біортогональних функцій 

( )2
n i
i iV x+
- , ( )2

n i
i iV x+
- . Для довільного натурального 

числа n  можна побудувати бази даних із 
значеннями цих параметрів і використовувати їх 

під час обчислення розв’язку [3], [4]. Для 
інтегралу Досона в літературі побудовані 
таблиці, якими ми можемо скористатися під час 
обчислення отриманого розв'язку.  

Обчислювальний експеримент. Результати 
обчислень для різних значень параметрів при 

8n = , 0,5a =  з точністю обчислень 810- подано 
у вигляді таблиць та рисунків. При цьому для 

0,5a =  і різних часів t  вираз ( )a tp  

приймає наступні точні значення: 

( )0,5 5,0132566ap = ; 

( )1 3,5449078ap = ;   ( )10 1,1209983ap = ; 

( )50 0,50132568ap = ; ( )100 0,35449078ap = ; 

( )500 0,15853310ap = .  

 
Таблиця 1. 

Значення шуканого розв’язку для різних значень 
часів та координати. 

 

 
 

Всі результати здійснювались для 30n £  при 
32 вузлах у квадратурах Гауса. Так, як для 

0,5x = -  нам не відомі точні значення,  то 
потрібно знайти значення якомога точніше, а це 
означає, що потрібно буде збільшувати кількість 
членів ряду і ,очевидно, кількість вузлів 
квадратур Гауса та точність обчислень. Знайдені 
таким чином значення у цих точках, надалі 
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позначатимемо через ( )F t , ( )F t%  - наближене 

значення, ( ) ( )F t F te = - %  - абсолютна похибка, 
n  - кількість членів ряду. Розрахунки проведено 
з точністю 3210-

. 
 

Таблиця 2. 
Значення наближеного розв’язку та абсолютної 
похибки в точці 0,5x = - . 
( )1 2,76075993697717381749275F =   

 
 

Таблиця 3. 
Значення наближеного розв’язку та абсолютної 
похибки в точці 0,5x = - . 
( )10 0,9087551653485876796473857289F =   

 
 
 
 
 
 

Таблиця 4. 
Значення наближеного розв’язку та абсолютної 
похибки в точці 0,5x = - . 
( )100 0,26745329907430745958847151009F =  

 
Таблиця 5 

Значення наближеного розв’язку та абсолютної 
похибки в точці 0,5x = - . 
( )500 0,119039129594350210033684399299F =  

 
 
Висновки. Отримані результати 

підтверджують ефективність застосування 
побудованих біортогональних поліномів для 
розв’язування задач математичної фізики. На 
обчислення наближеного розв’язку нашої задачі 
суттєвий вплив має не лише кількість доданків n  
суми відповідного ряду, але й точність 
обчислення. В ході обчислювального 
експерименту, із таблиці 3 чітко видно, що при 

26n ³  абсолютна похибка зростає. Зростання 
похибки спостерігається і в таблиці 4  та 5  при 

20n ³ .В таких випадках слід збільшити точність 
обчислень, оскільки, з точністю обчислення 

3210-  спостерігається накопичення похибок.  
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