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В роботі запропоновано монотонну різницеву схему для нестаціонарного рівняння конвекції-

дифузії-реакції. Записується дискретизована по часовій змінній задача. Для побудови різницевої 
схеми використовується параболічний сплайн. Показана монотонність одержаної різницевої схеми. 
Наведено приклади розрахунків в разі домінування конвективного члена над дифузійним. Чисельний 
розв’язок задачі може бути відтворений у вигляді параболічного сплайна на всьому відрізку 
інтегрування для вибраних дискретних моментів часу. 

Ключові слова: рівняння конвекції-дифузії-реакції, монотонна різницева схема. 
 

This paper presents the Dirichlet boundary value problem for the unsteady-state equation of convection-
diffusion-reaction with the prevailing convection. For differencing is used the parabolic spline that is 
continuous together with its first-order derivative which does not demand any additional conditions for its 
construction. Search for solution of the task in the form of a spline is applied to time-discretizable equation 
of convection-diffusion-reaction. For the received of difference scheme its monotonicity is proved. 
Theoretical researches and results of numerous experiments show that the offered scheme for the equation of 
convection-diffusion-reaction allows to solve boundary value problem for the wide range of values of the 
equation coefficients. This applies especially cases when convection far exceeds diffusion. The monotonic 
scheme provides stability of the computational solution, and application of a parabolic spline for its 
construction allows to reproduce the solution in the form of continuous function for the timepoints 
determined by discretization. There are given examples of calculations for a case of domination of the 
convective term over diffusion one.  

Key Words: equation of convection-diffusion-reaction, monotonic difference scheme. 
 

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Буй Д.Б.  
 

 
Вступ 

 
Велика кількість прикладних застосувань, 

зокрема, у балістиці, моделюванні навколиш-
нього середовища, медицині та ін. грунтується на 
крайових задачах для рівнянні типу конвекції-
дифузії-реакції. Фізичні аспекти процесів, що 
описує рівняння та аналітичні розв’язки для 
деяких частинних випадків можна знайти в [2]. 
Таке широке застосування рівняння обумовлює 

необхідність створення нових високоефективних 
чисельних методів для його розв’язування, 
особливо при значному домінуванні конвекції 
над дифузією. Значна увага в наукових 
публікаціях приділяється побудові монотонних 
різницевих схем. Властивістю монотонних схем є 
те, що при їх чисельній реалізації зберігається 
монотонність розв’язку вихідної задачі з тим же 
напрямком зростання. Для монотонних схем 
легко обгрунтовується їх стійкість. У [6] 
викладено ідеї та підходи до чисельного 
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моделювання взаємодії конвективних та 
дифузійних процесів. Наведено огляд сіткових 
методів, що використовуються для розв’язування 
рівняння конвекції-дифузії та приклади их 
застосування. В роботі [4] викладено основні 
проблеми, що виникають при пошуках 
наближених розв'язків рівняння конвекції-дифузії 
чисельними методами. Розглядається скінченно-
різницевий метод та метод скінченних елементів. 
У роботі [3] розглядаються різні вимоги до 
чисельних алгоритмів, такі як їх адаптованість до 
особливостей явищ, які моделюються. Розгля-
дається використання нерегулярних та рухомих 
сіток, монотонних схем. Чисельним методам 
розв’язування рівняння конвекції-дифузії-реакції 
присвячені роботи [1, 5].  

Деякі підходи до розв'язування рівняння 
конвекції-дифузії з переважаючою конвекцією, 
зокрема побудова різницевих сіток, що адап-
туються до особливостей розв’язку задач, 
наведені в публікаціях [8, 12, 13]. Застосування 
рівнянь типу конвекції-дифузії для вивчення 
різних явищ наведено в [7, 9]. 

В роботі надається розвинення сплайнової 
різницевої схеми запропонованої в роботі [11] на 
рівняння типу конвекції-дифузії-реакції. 

 
Постановка задачі 

 
Розглянемо крайову задачу для нестаціо-

нарного рівняння конвекції-дифузії-реакції 
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де 2,1,1 -=<t< + Ni xx iii . 
Позначимо iC  та ij  значення деяких 

сіткових функцій, відповідно, на сітках (9a) та 
(9б), причому NN CC =j=j -100 , . Будемо шукати 
розв’язок задачі у вигляді параболічного сплайна 
[10]. Для цього запишемо кусково-квадратичну 
функцію )(xC  в 1+k -й момент часу, ],[ 1+ttÎ iix , 

2,0 -= Ni  та знайдемо першу та другу похідні 
цієї функції на кожному з відрізків, підставимо їх 
разом із самою функцією у рівняння (5).  
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Не обмежуючи загальності алгоритма покладе-
мо ,,, constAconstVconstD ===  
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З останнього виразу визначимо 1+iC   
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Таким чином b+a³g , а це означає, що за визна-
чених умов різницева схема (11) є монотонною 
[3]. 

Дослідження похибки апроксимації схеми 
наведено в [11].  Відмітимо,  що наявність реакції 
в рівнянні (1) не впливає на точність схеми.  

 
Приклади розрахунків  

 
За допомогою розробленого програмного 

забезпечення проведено чисельні розрахунки. 
Коефіцієти рівняння, крайові та початкова умови 
були задані так: ;6=L  ;0005,0=D  ;2,0±=A  

;001,0=h  ;1)0( =u  ;0)( =Lu  ;0)0,( =xu  .1=V  
Порівняння чисельного розв’язку задачі (1)–

(4) з точним розв’язком при 0=A  наведено в 
роботі [11]. Член uA ×  не впливає на точність 
чисельного розв’язку, тому в наведеному 
прикладі нас буде цікавити лише його вплив на 
якісні характеристики розв’язку задачі. На 
рисунку 1 наведено знайдений розв’язок задачі у 
вигляді “сходинки” при 2,0-=A  для різних 
моментів часу.  
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Рис. 1. Результат розрахунку при від’ємному A  
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На рисунку 2 наведено аналогічні результати 
для 2,0=A . 

Чисельний розв’язок задачі може бути 
відтворений у вигляді параболічного сплайна на 
всьому відрізку інтегрування.  

 
Висновки 

 
Теоретичні дослідження та результати 

чисельних експериментів показують, що запро-
понована монотонна різницева схема для 
рівняння конвекції-дифузії-реакції дозволяє 
розв’язувати крайові задачі для широкого 
діапазона значень коефіцієнтів рівняння. 
Особливо це стосується випадків, коли конвекція 
значно перевищує дифузію. Монотонна схема 
забезпечує стійкість чисельного розв’язку, а 
застосування параболічного сплайна для її 
побудови дозволяє відтворювати розв’язок у 
вигляді неперервної функції для кожного 
моменту часу.  
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Рис. 2. Результат розрахунку при позитивному A
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