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У роботі розвинуто метод поліпшеної редукції для розрахунку розсіювання поверхневих 
гравітаційних хвиль підводною прямокутною перешкодою (баром) на основі представлення розв’язку 
рядом по власним функціям. Враховано існування степеневої особливості розподілу швидкості в 
околі гострих кромок перешкоди, що дозволило отримати асимптотичні вирази для невідомих 
коефіцієнтів розкладання. В результаті  внесок мод високих порядків враховується асимптотично. 
Перевіряно  точність виконання умов спряження. Показано, що застосування методу приводить до  
спрощення чисельних розрахунків і зменшення області, в якій  умови спряження виконуються із 
незадовільною точністю. Досліджено вплив зміни глибини каналу за перешкодою  та довжини 
перешкоди на залежність  коефіцієнтів відбиття та проходження від хвильового числа падаючої 
хвилі. Показано, що несиметрія розташування перешкоди призводить до того, що коефіцієнт 
відбиття, який  має  осцилюючий характер,  не дорівнює нулю на відміну від симетричного випадку.   

 
Ключові слова: поверхневі  хвилі, розсіювання, власні функції.  

 
 

The method of improved reduction to calculate the scattering of surface gravity waves by submerged 
rectangular obstacle (bar) is developed on the basis of eigenfunction expansion of the solution. It is taken 
into account the presence of power-like singularity in velocity distribution in neighborhood of sharp edges of 
obstacle. This enables the asymptotic expressions for unknown coefficients of expansion to be found. . 
Consequently, the contribution of high order modes is allowed for asymptotically.   The accuracy of the 
fulfillment of conjugation conditions has been verified. It is demonstrated that the using of the method results 
in simplification of numerical calculations and reduction of region in which the conjugation conditions are 
fulfilled with unsatisfactory accuracy. The influence of the change of depth behind the obstacle and its length 
on the reflection and transmitting coefficients depending the wave number of incident wave has been studied. 
It is shown that unsymmetry of obstacle arrangement causes the reflection coefficient, whose character is 
oscillating,  differentiates from zero in compared with symmetrical case.       

 
 
Key Words: surface gravity waves, scattering, eigenfunctions.
 

Статтю представив професор, д.ф.-м.н. Жук Я.О. 
 
     Аналізуючи роботи, присвячені проблемі 
захисту берегової зони від руйнування 
поверхневими хвилями за допомогою занурених 
у рідину штучних конструкцій, слід виділити 
клас задач, в яких водойма схематично розділена 
на окремі області, що мають вертикальні границі, 
а глибина в кожній з областей не змінюється. 

Зауважимо, що, довільний профіль донної 
поверхні може бути представлений в 
ступінчастому вигляді, саме тому особливості 
поширення поверхневих хвиль над таким 
профілем можуть бути вивчені шляхом 
розв’язання задачі про трансформацію хвиль 
певною сукупністю ступінчастих структур. 

© Н.С. Городецька, Т.М. Щербак, 
 В.І. Нікішов, 2015  
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      Одним з ефективних підходів до задач 
розсіювання поверхневих хвиль на перешкодах 
при наявності вертикальних границь є подання 
розв’язку для потенціалу швидкості в кожній з 
областей у вигляді ряду по системі власних 
функцій, а потім виконанню умов спряження цих 
розв’язків на вертикальних границях. 
Використовуючи умову ортогональності власних 
функцій, задача зводиться до нескінченної 
системи алгебраїчних рівнянь, до якої 
застосовується операція редукції. Дана система  
може бути розв’язана методом найменших 
квадратів [1], який є по суті інтегральним 
методом, або  шляхом безпосереднього 
розв’язання зазначеної системи рівнянь 
чисельним методом [2, 3]. В результаті були 
знайдені залежності коефіцієнтів проходження та 
відбиття від хвильового числа падаючої хвилі.  
     Характерною особливістю конструкцій 
хвилеломів, що розглядається, є наявність 
гострих кромок. Це призводить до появи 
степеневої сингулярності у виразах для 
швидкості потоку [4]  ( 3/1 r , де r - радіальна 
координата полярної системи координат з 
центром у вершині гострої грані), що обумовлює 
необхідність суттєвого збільшення числа рівнянь, 
тобто врахування мод високого порядку. 
Зокрема, в роботі [5] показано, що для отримання 
точності до другого знаку треба розглядати до 

400N  мод у задачі про поширення хвиль над 
тонким бар’єром. У роботі  [6] задачу було 
зведено до інтегрального рівняння відносно 
горизонтальної компоненти швидкості, яке 
розв’язувалось шляхом використання розкладу 
по Галеркіну, при цьому в якості функцій 
використовувались ультрасферічні поліноми 
Гегенбауера, що дозволило врахувати степеневу 
особливість поля швидкостей.  
    В даній роботі на основі методу розвинення 
розв’язку в ряд по власним функціям 
розглядається задача про розсіювання 
поверхневих гравітаційних хвиль підводною 
прямокутною перешкодою (баром) у випадку 
нормального падіння хвилі. Вираз, що описує 
особливість представлено рядом по власним 
функціям, на основі якого знаходиться 
асимптотика невідомих коефіцієнтів для великих 
значень N . Це дозволило покращити якість 
розв’язку при врахуванні меншої кількості 
рівнянь, в той же час внесок від високочастотних 
мод враховується асимптотично. Виконано 
перевірку точності виконання граничних умов і 

умов спряження. Проведено порівняння 
результатів з відомими даними.  

 
Постановка задачі. 
 

   Розглянемо розсіювання монохроматичних 
поверхневих гравітаційних хвиль на підводній 
прямокутній перешкоді у випадку нормального 
падіння. На перешкоду падає хвиля з частотою 

mid , що поширюється вздовж вісі x  з x . 
Глибина рідини до перешкоди дорівнює 1H , за 
перешкодою - 3H  і над перешкодою - 2H . 
Довжина перешкоди дорівнює b2 . Розташування 
перешкоди і системи координат з початком 
відліку на вільній поверхні представлено на рис. 
1. Рідина вважається ідеальною, нестисливою. 

Поведінка лінійних поверхневих хвиль, що 
поширюються вздовж вільної поверхні 
описується рівнянням Лапласа для потенціалу 
швидкості [5] 
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де g  - прискорення сили тяжіння. 

    
Рис.1. Розташування перешкоди 

та системи координат. 
 

    Вважаємо, що змінні залежать від часу за 
гармонічним законом tie  . Введемо характерні 
масштаби довжини 1HL   і часу gHT 1 . 
Відокремлюємо змінні в рівнянні (1) і отримуємо 
вираз для потенціалу швидкості хвилі у 
безрозмірній формі, що поширюється у 
додатному напрямку вісі x : 
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де a  - амплітуда падаючої хвилі, хвильове число 
1k , що відповідає хвилі, що поширюється, є 
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дійсним додатнім коренем дисперсійного 
рівняння 

1111
2 tanh HkHk .    (5) 

Для зручності  величину 1H  залишимо у 
попередньому вигляді, але її значення дорівнює 
одиниці.  
   Рівняння (7) має також безліч чисто уявних 
коренів, які знаходяться як розв’язок наступного 
рівняння: 

11
2 tan HH nn   .   (6) 

Корені рівняння (6) характеризують неоднорідні 
хвилі (що не поширюються), які генеруються в 
околі вертикальних границь перешкоди. 
Вказаним кореням дисперсійного рівняння ( 1k , 

n ) відповідає ортогональна система функцій  
)(ch 11 Hzk  , )(cos 1Hzn  , де  ,,2,1 nn  . 

    Енергія, пов'язана з падаючою хвилею, яка 
падає на перешкоду, частково переноситься в 
область над перешкодою і частково відбивається. 
Результуючий хвильовий рух в області 1 (див. 
рис. 1) складається з падаючої та відбитої хвиль. 
Хвиля, що пройшла через границю перешкоди 
( bx  ), поширюється в області 2,  потім 
відбивається від другої границі перешкоди 
( bx  ), частково проходить через цю границю і 
поширюється в області 3. Загальний розв’язок 
задачі для потенціалу швидкості, який 
задовольняє граничним умовам (2) і (3), в області 
1 ( 0x ) можна записати у вигляді (множник 

tie   опускаємо) 
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Відповідно в областях 2 та 3 маємо 
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де TR, - коефіцієнти відбиття та проходження, 
коефіцієнти nA , nB  , nC , nD  визначаються з 
умов спряження розв’язків (рівність швидкостей 
та тиску) у плоскості bx  . 
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                Розв’язок задачі. 
 

     На відміну від методу простої редукції, в 
роботі пропонується застосувати метод 
поліпшеної редукції, який полягає у 
використанні асимптотичних подань для 
коефіцієнтів nA , nB  , nC , nD  для великих 
значень n . Ці асимптотичні значення 
знаходяться на основі розгляду конкретного виду 
сингулярності. Для даного типу задач характерно 
існування локальних особливостей за 
швидкостями. Прямування до нескінченності 
швидкості в околі гострої кромки перешкоди в 
рамках моделі ідеальної рідини ставить питання 
про достовірність отриманого рішення. У зв'язку 
з цим відзначимо, що виникнення локальних 
особливостей слід розглядати як "розплату" за 
занадто грубе моделювання реального процесу.      
     У плоскості спряження bx   вираз для 
горизонтальної компоненти швидкості в області 
1, як випливає з (9), має вигляд  
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     Як зазначено вище, у виразі, що описує поле 
швидкості в околі гострої кромки, існує доданок 
пропорційний  3/1r  [4]. Тоді поведінка 
горизонтальної компоненті швидкості в околі 
кромки при bx   описується залежністю 
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де 1V  - константа, що підлягає визначенню. 
Додамо і віднімемо до правої частини (14) вираз 

3/122
21 )(/ zHV   , який представимо у вигляді 

ряду по системі ортогональних функцій 
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Після ряду перетворень, отримуємо 
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     Було зроблено припущення, що при великих 
значеннях n  (більших  деякого N ) характер 
коефіцієнтів nA визначається поведінкою 
швидкості в околі гострої кромки. При досить 
великому N  можна записати 

.     при1 NnEVA nnn     (18) 
Для знаходження коефіцієнтів nE  помножимо 
вираз (16) на )(cos 1Hzm   та проінтегруємо 
від 1H  до 0 . З урахуванням ортогональності 
власних функцій отримуємо 
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З іншого боку, використовуючи табличні 
інтеграли, з (19) отримуємо 
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де )( - гамма-функція, )(H 2/ 1- ba - 
модифікована функція Струве, )(2/1 baJ  - 

функція Бесселя першого роду, 1
)1( Hmm   , 

2
)2( Hmm   . 

Коефіцієнти mE  у розрахунках знаходились 
виходячи з асимптотичних залежностей для 
функцій Струве і Бесселя для великих значень 

m , які пропорційні m  [5].  
     Аналогічно чинимо з виразом для 
горизонтальної компоненти швидкості в області 
2 при bx  , а також на іншій границі bx  .  
      Після виконання умовам спряження 
отримуємо систему 44 N  алгебраїчних рівнянь 

для 44 N  невідомих коефіцієнтів, але також з 
невизначеними коефіцієнтами iV  . Останні 
вибирались з умов, що при достатньо великих 
значеннях N  виконуються співвідношення (18)  і 
аналогічні, які виникають при розгляді виразів, 
для поля швидкості на границі bx  .  
 Отримана система алгебраїчних рівнянь є 
системою другого роду, тобто добре 
обумовленою. Граничні задачі, які зводяться до 
таких систем, як правило, дають прийнятні 
результати при простій редукції системи, коли 
величини коефіцієнтів відбиття R   та 
проходження T практично не змінюються при 
розрахунках починаючи з деякого N .  
        В даній задачі починаючи з 50 членів в ряду 
величини коефіцієнтів R  і T  практично не 
змінюються, співпадають до 5 значущих цифр 
незалежно від того враховується асимптотична 
поведінка невідомих чи ні. Але, при перевірці 
виконання умов спряження ситуація інша. Якщо 
умови спряження по потенціалу (11), (13) 
виконуються з достатньою точністю навіть при 
простій редукції системи, то для швидкості (12), 
(14) проста редукція системи дає значну похибку 
у виконанні умов спряження особливо в околі 
кутових точок.  При застосуванні методу 
поліпшеної редукції, який враховує 
асимптотичну поведінку невідомих, для 50N  
похибка виконання умов спряження по 
потенціалу не перевищувала 0.1% потенціалу 
падаючої хвилі, а по швидкості – 2%  для всіх 

2.0,2  Hz . При збільшенні  
N  величина   зменшувалась. 
 
Аналіз результатів 
 
На основі вищеописаної системи алгебраїчних 
рівнянь були розраховані залежності коефіцієнтів 
відбиття R  та проходження T  від хвильового 
числа падаючої хвилі для різних співвідношень 
глибин 1H , 2H , 3H  та довжини перешкоди b2 . 
Основну увагу було приділено впливу величини 

3H  на характер відбиття та проходження хвилі. 
Такий аналіз у відомих  літературних джерел 
практично не проводився. На рис. 2 і 3  як 
приклад наведено результати розрахунків 
коефіцієнтів R , T . 
    Приведені на рис. 2 результати відповідають 
таким величинам 5.02 H , 7.03 H , 0.12 b . 
Видно, що при певних величинах 11 Hk  
коефіцієнт відбиття має мінімум, який не 
дорівнює нулю.  
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Рис.2. Залежності TR,  при 5.02 H , 
 7.03 H , 0.12 b  
             

              
Рис.3. Залежності TR, при 3.02 H ,  

7.03 H , 0.22 b  
 
У випадку, коли 0.113  HH , тобто картина 
симетрична, цей коефіцієнт дорівнює нулю для 
певних значень 11 Hk . Даному феномену, 
відомому як “ бреговське” розсіювання хвиль, 
присвячено значну увагу в дослідженнях різних 
авторів [2,3]. З рис. 2 видно, що відхилення 
картини від симетричної призводить до того, що 
не виникає повного відбиття хвилі. Було 
знайдено, що повного відбиття не виникає і при 
зміні глибини рідини за перешкодою. 
    Подібні висновки зроблено в роботі [7], в якій 
у наближенні довгих хвиль розглянуто 
поширення поверхневих хвиль над перешкодою 
при наявності двох примикаючих до неї 
заглиблень. Автори показали, що на відміну від 
симетричного випадку, коли коефіцієнт відбиття 
досягає нульових значень, його величина 
відмінна від нуля при наявності несиметричних 
схилів.  
      Збільшення ширини перешкоди призводить 
до появи цілої низки локальних мінімумів в 
розподілі коефіцієнта відбиття, але знову їх 
значення не дорівнює нулю. Локальні мінімуми 
на графіку R  виникають при помірних значеннях 

11 Hk . Для хвиль малої довжини вплив 
перешкоди суттєво зменшується. Це наглядно 
продемонстровано на рис. 3. В даному випадку 
при розрахунках були вибрані такими: 3.02 H , 

7.03 H , 0.22 b .   
 Відмітимо, що у першому випадку 
максимальні значення величини R  знаходилось 
приблизно на одному рівні, в околі 0.25. 
Зростання висоти перешкоди (зменшення 
глибини над нею до 3.02 H ) призводить до 
збільшення її впливу на поширення хвиль (рис. 
3). Можна побачити, що максимальні значення 
коефіцієнту відбиття суттєво зростають і 
досягають величин 5.0 . І знову нульових 
значень коефіцієнту відбиття не спостерігається.   
     Що стосується коефіцієнту проходження, 
практично у всіх випадках його величина 
спочатку зростає, а потім плавно спадає. Але у 
випадку високої перешкоди, коли її вплив 
збільшується, спостерігається осциляції T  при 
невеликих хвильових числах. В цілому величина 
T  близька до одиниці, особливо для великих 
хвильових чисел. 

 
Висновки 
 

У роботі розглянуто задачу розсіювання 
поверхневих гравітаційних хвиль на прямокутній 
зануреній перешкоді (барі).  Розглянуто випадок 
нормального падіння. Одним з ефективних 
методів розв’язання такого класу задач є 
представлення розв’язку в ряд по власним 
функціях задачі [5]. Відомо, що розподіл 
швидкості потоку має ступеневу особливість в 
околі гострих кромок перешкоди. Розв’язок 
задачі зводиться до виконання умов спряження 
для потенціалу швидкості і горизонтальної 
компоненти швидкості на вертикальних 
границях.  
    Для розгляду класу задач розсіювання 
поверхневих гравітаційних хвиль зануреним 
баром запропоновано використовувати метод 
виділення особливостей і подальше 
використання асимптотичних залежностей, які 
визначаються видом зазначених особливостей, 
для невідомих коефіцієнтів для великих значень 
N  (номерів мод). Це дає можливість зменшити 
не тільки розмір системи алгебраїчних рівнянь, 
але й істотно розширити область в околі точки 
зміни типу граничних умов, в якій поліпшується 
точність отриманого розв’язку.  
      Проведено аналіз впливу зміни глибини 
каналу за перешкодою на характер розподілу 
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коефіцієнтів відбиття та проходження в 
залежності від хвильового числа падаючої хвилі. 
Показано, що несиметричність рельєфу донної 
поверхні призводить до того, що коефіцієнт 
відбиття не досягає нульових значень на відміну 
від симетричного випадку.  
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