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Будується одна конструктивна модифікація двостороннього методу дослідження та 

наближеного інтегрування крайової задачі для нелінійного диференціального рівняння в частинних 
похідних третього порядку на площині, коли край області незалежних змінних має складну 
структуру. 

Ключові слова: двосторонній метод, крайова задача, нелінійне диференціальне рівняння в 
частинних похідних. 

 
This work is about the  investigation and approximate integration of the boundary—value problems in 

the theory of partial differential equations of the hyperbolic type with a complex structure of the bound. We 
give one approach of the investigation of the Cauchy-Gaursat boundary-value problem for a third order 
non-linear differential equation of the hyperbolic type with the help of the constructive modification of the 
two-sided method. On the basis of transformation of the given problem to the equivalent system of integro-
differential equations we establish sufficient conditions of existence, regularity of solution of the boundary-
value problem, prove theorems about differential inequalities, and give one practical method of construction 
of the zero approximation functions (functions of the first “blanch”). 

The alternative two-sided method built for the investigation of boundary-value problems for partial 
differential equations has a number of advantages upon other monotone two-sided methods. 

Key Words: two-sided method, boundary-value problem, non-linear partial differential 
equation 
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Дана робота є продовженням досліджень, 

приведених в[1,2]. 
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Очевидно [3] шуканий розв’язок задачі  
(1) – (5) )y,x(u)y,x(u s , sD)y,x(  , 321 ,,s  , 
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Справедлива наступна 
Лема 1. Нехай )B(C)]y,x(u[f  . Тоді 

крайова задача (1) – (5)  є еквівалентною системі 
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Причому, якщо існує обмежена частинна похідна 
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для Np , а отже, враховуючи попередні 
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)0.k( , які 
побудовані згідно закону (9), де за нульове 
наближення )y,x(ZD 0,s

)0.k( , 10,s
)0.k( B)y,x(VD  , 

2,1,0k  , 3,2,1s  , вибираються функції 
порівняння задачі (1) – (5), в області 1B  
справедливі нерівності (17). 

Покажемо, що побудовані послідовності 
функцій )}y,x(ZD{ p,s

)0.k( , )}y,x(VD{ p,s
)0.k(  

збігаються рівномірно при sD)y,x(   і  

.2,1,0k,3,2,1s,D)y,x(),y,x(uD

)y,x(VDlim)y,x(ZDlim

ss
)0.k(

p,s
)0.k(

pp,s
)0.k(

p




 (18) 

В силу нерівностей (17) для цього достатньо 
показати, що 

,0)y,x(WDlim p,s
)0.k(

p



 

sD)y,x(  , 3,2,1s  , 2,1,0k  . 

З цією метою позначимо: 

d)y,x(WDsupmax 0,s
)0.k(

sDk,s
 , 

 )}yyxx(sup,1max{ 00
D

. 

Із (13) маємо 

)]},,(f),(f[T)],(f

),(f[T{D)y,x(WD

p,s
p

ssp,1

p
11,ss

)0.k(
1p,s

)0.k(







  

а отже, в силу умови Ліпшіца 

,),(WDT

),(WDTL)y,x(WD

2

0k
p,s

)0.k(
s

2

0k
p,1

)0.k(
1,ss1p,s

)0.k(










































звідки методом математичної індукції 
переконуємось у справедливості оцінок 

 
.Np,2,1,0k,3,2,1s,D)y,x(

,d)yyxx(L3)!p()y,x(WD

s

p
00

1
p,s

)0.k(



  
(19) 

Із оцінок (19) випливає виконання умов (18). 
Перейшовши у (9) до границі при p  

переконуємось, що граничні функції )y,x(us  є 
розв’язками відповідних рівнянь (6) при 

sD)y,x(  , 3,2,1s  . 
Теорема 2. Нехай виконуються умови 

теореми 1. 
Тоді послідовності функцій 

)}y,x(ZD{ p,s
)0.k( , )}y,x(VD{ p,s

)0.k( , побудовані 
згідно формул (9), де за нульове наближення 

)y,x(ZD 0,s
)0.k( , 10,s

)0.k( B)y,x(VD  , вибираємо 
функції порівняння крайової задачі (1) – (5): 

1. збігаються рівномірно до єдиного 
регулярного розв’язку крайової задачі (1) – (5) 
при D)y,x(  ; 

2. мають місце оцінки (19); 
3. в області 1B  виконуються нерівності  

),y,x(ZD)(

)()y,x(uD)()y,x(VD

p,s
)0.k(

s
)0.k(

p,s
)0.k(




   (20) 
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для p – парних (непарних), sD)y,x(  , 3,2,1s  , 

2,1,0k  . 
Для доведення єдиності розв’язку задачі  

(1) – (5), достатньо провести міркування, 
аналогічні до тих, які викладені в [5]. 

Доведемо справедливість нерівностей (20). З 
цією метою припустимо супротивне, що в деякій 
точці sD)y,x(   та номера, наприклад, k2p    
виконується нерівність )y,x(u)y,x(V sn2,s  . Тоді 
для всякого N  в силу нерівностей (17) в 
даній точці  

)y,x(V)y,x(V)y,x(u )n(2,sn2,ss  , 

тобто послідовність функцій )}y,x(V{ )n(2,s   в 
цій точці не збігається до розв’язку )y,x(us , що 
суперечить доведеному. Аналогічно доводяться 
всі інші нерівності в (20). 

Наслідок. Нехай права частина рівняння (1) 
]0);y,x(u[f)]y,x(u[f  , 0)(]0[f  . Тоді 

розв’язок крайової задачі (1) – (5) з однорідними 
крайовими умовами (2) – (4) задовольняє 
нерівності  

ss
)0.k( D)y,x(,2,1,0k,3,2,1s,0)()y,x(uD   
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