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Нелінійна гранична задача Алексідзе для рівняння Лапласа постулює аналітичне продовження сили тяжіння в глобаль-

них областях. Її розв'язок як потенціал простого шару на поверхні Ляпунова є послідовністю розв'язків зовнішніх граничних 
задач Неймана для рівняння Лапласа, якщо розв'язок не дуже ухиляється від заданого. Густина простого шару визначаєть-
ся з інтегрального рівняння Фредгольма. Вказані умови коректності. 

Nonlinear boundary Alexidze problem postulates the analytical prolongation of global gravity. Its solution as a simple layer potential 
is a sequence solutions of external boundary Neumann's problems for Laplace's equation for the reason on solution not greatly 
deviated from given one. Simple layer density is defined from the Fredholm integral equation. The conditions of the corectness are 
demonstrated. 

 
Актуальність проблеми. Вирішення прикладних за-

вдань гравіметрії і геодезії, пов'язаних з вивченням фігури, 
внутрішньої будови Землі, чи проявів її зовнішнього граві-
таційного поля, потребує відомостей про розподіл значень 
потенціалу сили тяжіння чи модуля його градієнта. Для 
тлумачення даних аномалій потенціальних полів мало 
створити надійну методику побудови на їх основі геологіч-
но змістовних моделей глибинної будови земної кори; 
вона має бути адекватною вимогам сьогодення. Методи 
видобутку з накопичених геофізичних даних всієї повноти 
необхідної інформації недостатньо розвинуті. Чинні мето-
ди трансформації потенціальних полів [3, 4] завершують 
теорію потенціалу і інформативні у вивченні локальних 
особливостей приповерхневої будови планети: вони да-
ють змогу розв'язувати з достатньою точністю ту чи іншу 
задачу лише за умови задання вхідної інформації в лока-
льних областях певної малої міри. Спроби стикувати ре-
зультати локальних розв'язків при відновленні інформації 
в глобальному масштабі зазнають невдачі [1] через відсу-
тність точних граничних даних для розв'язання відповід-
них граничних задач – Діріхле, Неймана, Стокса-
Молоденського – для рівняння Лапласа. Немає змоги і 
прямо вимірювати значення гравітаційного потенціалу, 
зате доступні дані гравімагнітних спостережень, що є зна-
ченнями приростів модуля градієнта потенціалу сили тя-
жіння (МГПСТ). Варто скористатися ними при розробці 
схем трансформацій потенціалу в глобальній області. 

Серед трансформацій потенціальних полів чільне міс-
це посідає задача наближеного аналітичного продовжен-
ня потенціалу сили тяжіння: в моделі геологічного середо-
вища наближено задано або диференціальний оператор, 
або граничні умови. Найчастіше використовують модель з 
точним диференціальним оператором (гармонічна апрок-

симація значень сили тяжіння  нg x ) в задачі Молоден-

ського [6]. Відновити з гарантованою точністю поле сили 
тяжіння у зовнішньому просторі за його гармонічним на-
ближенням можна шляхом розв'язання відповідної грани-
чної задачі в області малої міри, оскільки у вищезгаданих 
граничних задачах дані спостережень слугують лише на-
ближеними граничними умовами через негармонічність 
відповідних функцій. Через негармонічність оператора 
трансформанти [8] (принаймні, на суходолі) різко зростає 

похибка визначення потенціалу  нg x  зі збільшенням 

розміру локальної області. Трансформації на основі цих 
задач мають гарантовану точність лише в областях малої 
міри (як правило, 1º1º і з точністю до невизначеної ста-
лої, залежної від геометрії області). Гарантована точність 
розв'язку суттєво залежить від геометрії (рельєфу і розмі-
рів) локальної області [7], а критерії для поєднання лока-
льних розв'язків в глобальних побудовах відсутні.  

У класичному способі визначення гравіаномалій 

 нg x  не враховують те, що в точках земної поверхні 

вектори реальної і нормальної сили тяжіння можуть мати 
різні напрями через розходження поверхні земного рель-
єфу та референц-еліпсоїда (рис. 1), що особливо яскра-
во проявляється на стику континент-океан і гірських ра-
йонах. Просторову орієнтацію гравіметрів (нахили при-
ладів, зумовлені різним ступенем кривизни еквіпотенціа-
льних поверхонь, що проходять через задані пункти ви-
мірювань) характеризує приріст кута 

   1 1cos , cos ,i i i i in m n m     між нормалями до земної 

та еквіпотенціальної поверхонь в точці вимірювань. Ні 
цю, ані жодну іншу величину, скажімо, значення напрям-

них косинусів cos( , ), 1,3in x i  , що визначають напрям 

сили тяжіння, не вимірюють через складність організації 
таких спостережень в польових умовах. Розходження 
(приріст) цих напрямів в реальних умовах коливається 
від 0" до 40" і може призвести до того, що глибинні неод-
норідності, які зумовлюють ці розходження, не відобра-
жатимуться в класичних аномаліях. 
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Рис. 1. Розходження векторів реальної  

і нормальної сили тяжіння 
 

Способи розв'язання. Необхідність вивчення нелі-
нійної граничної задачі відновлення потенціалу сили 
тяжіння за значеннями МГПСТ продиктована практич-
ною непридатністю класичних схем відновлення потен-
ціалу в глобальній області. При переході до глобальних 
побудов густинних моделей земної кори на основі да-
них регіональних спостережень слід розв'язати задачу 
аналітичного продовження аномалій сили тяжіння, 
сформульованої в [1]. В праці [7] для цього окреслено 
дві альтернативи, виходячи з аналізу характеристичних 
властивостей МГПСТ.  

Перша з них – відшукання такого диференціального 
оператора, що анулює значення МГПСT поза областю 
розташування тяжіючих мас, та розв'язання для нього 
відповідної лінійної граничної задачі, зокрема, зовніш-
ньої задачі Діріхле для лінійного диференціального 
рівняння типу Клейна-Гордона (яке моделює значення 
МГПСТ в області, не зайнятій тяжіючими масами) з не-
відомим змінним коефіцієнтом, що відповідає обраному 

© Дубовенко Ю., 2011



~ 62 ~ В І С Н И К  Київського національного університету імені Тараса Шевченка 
 

 

нормальному потенціалу. Подібному рівнянню задово-
льняють і аномалії сили тяжіння [8]. Цей спосіб ефекти-
вний для продовження аномалій сили тяжіння, а у ви-
падку продовження значень повного градієнта потенці-
алу не дає бажаних наслідків. В [1] обґрунтована і реа-
лізована подібна схема у вигляді послідовності розв'яз-
ків задачі Неймана для рівняння Лапласа, які визнача-
ють збурювальний потенціал.  

Друга альтернатива – постановка такої нелінійної гра-
ничної задачі для рівняння Лапласа, в крайових умовах 
якої безпосередньо задіяні значення сили тяжіння. Таку 
задачу вперше сформулював Алексідзе в роботі [1], а в [7] 
її переформульовано з граничними даними для класу по-
верхонь Ляпунова за умови, що відновлюваний потенціал 
не дуже відхиляється від заданого. 

Заради пошуку точніших способів відновлення набли-
жень сили тяжіння довелось вийти за рамки задачі Діріхле 
і шукати уточнення коефіцієнта рівняння, первісно обчис-
леного для нормального потенціалу, що призвело до по-
будови послідовних наближень потенціалу за граничними 
значеннями МГПСТ. Перехід до задачі відновлення поте-
нціалу усунув необхідність обчислення наступних набли-
жень як коефіцієнтів рівняння сили тяжіння, так і значень 
сили тяжіння, оскільки останні тепер можна знайти не ли-
ше з розв'язання задачі Діріхле для рівняння сили тяжіння, 
а і (що простіше) з безпосереднього диференціювання 
відновленого потенціалу. 

У зв'язку з цим некласична задача гравіметрії про від-
новлення потенціалу за значеннями МГПСТ набуває осо-
бливої ваги в колі обернених задач теорії потенціалу. 
Один з можливих способів її вирішення розроблений в 
праці [10], інший – названий "гранична задача Алексідзе 
для рівняння Лапласа" – пропонуємо вашій увазі. 

Постановка задачі [5]. Предметна модель задачі від-
новлення потенціалу за МГПСТ – проста модель Землі як 
абсолютно твердого тіла, близького до тіла обертання, що 
рухається рівномірно вздовж орбіти, обертаючись навколо 
осі з постійною кутовою швидкістю (без прецесії і нутації). 

Якщо y  – обмежена область простору  3R , зайнята 

масами Землі, y  – необмежене доповнення до y , ві-

льне від тяжіючих мас, y – фізична поверхня Землі – 

границя множин y  і y , то в прямокутній декартовій 

системі координат 1 2 3Ox x x  з початком у центрі Землі, осі 

1Ox , 2Ox  якої лежать в екваторіальній площині, а вісь 

3Ox  співпадає з віссю обертання, потенціал сили тяжіння 

мас всередині Землі  M   y  з густиною 

   dM d      такий:  

      ,
0,y

x x y
W x f d

x x y





        
 ,  (1) 

де f – гравітаційна стала,    2
1 20.5x x x     – 

потенціал центробіжної сили,   – модуль вектора ку-
тової швидкості Землі. Напруженість поля (значення 
МГПСТ за [6]) дорівнює 
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 – напрямні косинуси 

одиничного вектора  n x  внутрішньої нормалі до екві-

потенціальної поверхні    :dW x W y Cx , яка прохо-

дить через точку x  (рис. 1). 
Нелінійна гранична задача Алексідзе для рівняння 

Лапласа: необхідно знайти функцію   ,W x x y , яка 

задовільняє всередині необмеженої замкнутої області 

y y y    рівнянню Лапласа   0,W x x y   , 

якщо в будь-якій точці ляпуновської границі y  області 

і в нескінченно віддаленій точці вона задовольняє умо-

вам: 
     

2
3

2

1
, , 0

k k

W x
g x x y W x

x

 
    

  при x  , 

де  g x  – задана неперервна функція. 

Гармонічну в області y  функцію   ,W x x y  

природньо шукати як потенціал простого шару [9] типу 

(1) (без урахування центробіжної складової  x ) з 

невідомою густиною   ,x x y   (інтегрованою, хоч 

загалом може бути більш гладкою), поширеною на по-
верхні Ляпунова y . Рівняння, з якого відновлюють 

невідому густину  x  за заданими на поверхні y  

значеннями  g x  МГПСТ, виведено, виходячи із зо-

браження: 
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де одиничні вектори p  і q , спрямовані відповідно з 

точки x  в точки   і  , що пробігають по поверхні y , 

мають вигляд  cos , i i
i i

x
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, а кут між самими векторами – 
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 . 

Аналітичні властивості функції МГПСТ  g x  ха-

рактеризує таке твердження [2]: МГПСТ не задовольняє 

рівнянню Лапласа в жодній точці області y , що ви-

пливає з подання (2). 

Крім того, функції МГПСТ  g x  простого шару влас-

тива неперервність, що випливає з наступної леми. 
Лема 1. Модуль градієнта потенціалу простого шару 

є неперервною функцією точки x y , яка рухається по 

поверхні y  Ляпунова. 

Лема 2. МГПСТ простого шару, поширеного на сфе-
рі радіуса   з одиничною поверхневою густиною 

  1,x x y   , визначає вираз 

   
44
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  . 

Це означає, що функція  2g x  розривна, і має роз-

рив неперервності при переході точки x  через поверх-
ню y . Доведено, що величина цього розриву при 
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  1x  , x y  за умови 
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  для 

сфери дорівнює    2 2
0 3 / 4eg x g x  , x y , що узго-

джується з лемою 2. 
Розв'язання задачі. Якби на поверхні Землі (рівняння 

якої є заданим), крім значень МГПСТ   ,g x x y  і внут-

рішньої нормалі  m x  до y , вимірювали напрямок гра-

дієнта  n x , задача відновлення потенціалу сили тяжін-

ня   ,W x x y  звелась би до розв'язання зовнішньої 

задачі Неймана для рівняння Лапласа 
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  . Але напрямок нор-

малі  n x  (рис. 1) невідомий через виняткову складність і 

вартість вимірювань. Граничні дані задачі відновлення 

потенціалу за значеннями МГПСТ    g x W x  , у 

рамках прийнятої моделі описує вираз  
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або [7]           2
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через те, що 
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Введімо нормальний потенціал, що генерується фікти-

вними масами, що дорівнюють масам в y , але розташо-

вані в певному сенсі "нормально" в деякій іншій області 

0y  простої геометрії з границею 0y , яка не дуже відхи-

ляється від земної поверхні y . Подаймо потенціал при-

тяжіння у вигляді суми      W x U x T x   нормального 

 U x  і збурювального  T x  потенціалів, завдяки чому 

збурювальний потенціал описує відхилення реального 

розподілу мас в y  від нормального. Нехай  v x


 – оди-

нична внутрішня нормаль до поверхні  :x xU U y C  , а 

   x U x    – модуль градієнта нормального потен-

ціалу, і задані напрямні косинуси  cos , kx ,  cos ,kx m  

внутрішніх нормалей  x ,  m x  до поверхонь xU  і 

y , а разом з ними і      
3

1
cos , cos , cos ,k k

k
m x x m


   . За 

таких припущень відновити потенціал притяжіння 

  ,W x x y  можна з граничної задачі (3) шляхом обчи-

слення послідовних наближень     , 0,1, 2,...,kW x k   . 

Алгоритм такий: 
1. За знайденими з попереднього і-го кроку набли-

женнями  cos , , 1, 2,3i kn x k   напрямних косинусів 

нормалі  n x  визначаємо на границі y  за формулою 

(4) 1i  -ше наближення сили тяжіння [10]  
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  ,          1 1 cos , cos , ,i i iФ x g x n m x m x y      ; 

2. Знаходимо розв'язок зовнішньої задачі Неймана 
для рівняння Лапласа 
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як потенціал простого шару мас неперервної густини 

 1 ,i x x y  , розподілених з на поверхні y : 
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3. Невідому густину обчислюємо з нелінійного інтег-
рального рівняння Фредгольма 2–го роду [7]: 
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4. Розв'язавши рівняння (7), наближено обчислимо з 
використанням (6) похідні потенціалу притягання 
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 (8) 

З (8) очевидно, що похідні наближень збурювально-
го потенціалу визначаються у внутрішніх точках області 

y , а на її границі y  значення похідних з (8) немож-

ливо знайти через неінтегровні особливості у піднтег-
ральних функціях. Для продовження обчислень слід 
знати значення похідних збурювального потенціалу 
саме на границі y , і для їх обчислення слід передба-

чити спеціальну регуляризацiю інтегралів (8). 
Якщо цю операцію виконано і знайдено значення 

похідних (8) в точках x y , обчислюємо наступні на-

ближення (крок 1 алгоритму) 
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         2 2 1cos , cos , ,i i iФ x g x n m x m x y       , 

далі знову розв'язуємо граничну задачу (5–7), нарости-
вши індекс 1i  -го наближення збурювального потенці-

алу  1iT x  і наближення        1
2

i
iW x U x T x
   

потенціалу притяжіння (кроки 2–4) і т.д. 
Обґрунтування задачі. Заміна коректної задачі (5) 

розв'язком граничної задачі (6)-(7) і збіжності набли-

жень    kW x  до потенціалу притяжіння   ,W x x y  

строго обґрунтована на прикладі близької задачі [6]. 
Однозначність її розв'язку доводиться теоремою єди-
ності розв'язання задачі Неймана для рівняння Лапла-
са за МГПСТ через потенціал простого шару, зведе-
ною до доведення збіжності чисельних наближень 

   kW x , 0,1, 2,...,k    функції   ,W x x y . Її ж 

легко довести, виявивши збіжність послідовності 

  kT x : зі збіжності  lim k
k

T x


  T x  випливає збі-

жність    kW x →   ,W x x y , і збіжність до своїх 

границь будь-яких інших наближень, що однозначно 

визначаються за  kT x . Аналогічна стратегія справе-

длива і для даної задачі. Зокрема, справедливі насту-
пні теореми [9]. 

Теорема 1. Якщо величиною    
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2
2

T x
x

U x


 


 мо-

жна знехтувати порівняно з  x , то послідовність роз-

в'язків   kT x  граничних задач (5) збігається до збу-

рювального потенціалу  T x  області y . 

За умови  cos , 1m   (напрямок внутрішньої но-

рмалі  x  до еквіпотенціальної поверхні xU  збіга-

ється (або протилежний) з напрямком нормалі  m x  до 

поверхні Землі y ) задача зводиться до зовнішньої 

задачі Неймана для рівняння Лапласа. 
Формули (8), справедливі для внутрішніх точок об-

ласті y , можна поширити на граничні точки x y , на 

що вказує наступна теорема. 
Теорема 2. За неперервної на границі y  функції 

густини потенціалу простого шару (6) граничні значення 
частинних похідних потенціалу 1–го порядку дорівню-
ють  
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cos ,

4 2
k k

k x
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T x x
dS x x m
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    . 

Ця формула непридатна для практичного обчислення 
похідних (через складність земного рельєфу), тому за-
мість неї варто використовувати еквівалентну формулу 
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Це нелінійне рівняння, як і попередні, з теорем 1 і 2; 

за фіксації геометрії контактної поверхні  y y , зада-

ної на класі Ляпунова    2C y  задача знаходження 

густини потенціалу простого шару стає лінійною і має 
однозначне розв'язання. 

Щодо невідомої густини потенціалу простого шару 
виведено нелінійне інтегральне рівняння сили тяжіння: 
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(9) 

Його розв'язок   ,x x y   еквівалентний розв'язку 

задачі Алексідзе з граничними даними на поверхні y  

Ляпунова, оскільки за будь-якого вибору густини потен-

ціал простого шару задовольняє в області y  рівнянню 

Лапласа, а знайдене з (9) значення густини забезпечує 
виконання граничної умови. Питання розв'язності задачі 
Алексідзе редукується до вияснення умов існування, 
єдності і стійкості розв'язку рівняння (9). 

Це рівняння можна спростити до такого вигляду: 
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,  (10) 

Розв'язки рівнянь (9, 10) допомагають визначати не 

лише потенціал  W x , x y , а й значення МГПСТ в 

будь-якій точці необмеженої області y . Останні можна 

обчислити як за виразом (2'), так і за зручнішою для 
обчислень формулою 
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  , (11) 

яка не вимагає обчислення двократного інтеграла. 
Чисельні алгоритми. Зведення задачі Алексідзе з 

граничними даними на поверхні Ляпунова до розв'зання 
нелінійного інтегрального рівняння сили тяжіння (9) чи (10) 
дозволяє легко вивчити питання розв'язності та єдиності її 
розв'язків, і ефективно знаходити чисельні наближені роз-
в'язки у випадку областей складної форми. Дослідження 
питання розв'язності задачі Алексідзе зводиться до вияс-
нення умов коректності рівняння (9). Конструктивні умови 
єдиності, існування та стійкості розв'язку задачі, подані в у 
вигляді відповідних теорем, дозволяють вказати такі іте-
раційні схеми для її обчислення.  

Алгоритм 1. Для визначення густини потенціалу 
простого шару придатний ітераційний процес  

      yxxxgx  ,0, 0,20,1  ,      xxx nnn ,2,11,1  
, 

      ,0,,211,2 nxAx nn   , 

де         



y

nnnn dSxKxbxA  ,2,11,1,21 ;,; ,  
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Алгоритм 2. Визначенню послідовних наближень 
густини слугує ітераційний процес 

      yxxxgx  ,0, 0,20,1  , 

     xxx nnn ,2,11,1  
,       ,0,,221,2 nxAx nn  , 

де 

       2 2, 1 1, 1 1, 2,; , ;n n n n
y

A x b x K x dS


           , 

          xxFxFxgxb 12111
2

11 /;;;   . 

Алгоритм 3. Обчислення послідовних приростів гу-
стини з лінійних інтегральних рівнянь 2–го роду 

       2, 1 1 1, 2, 1 1 1,, ; ,n n n n
y

x K x dS b x  


        , 

щодо приростів      2, 1, 1̀ 1, , 0,n n nx x x n      ; 

     1,0 2,0, 0,x g x x x y      густини. 

Щоб замкнути теорію вирішення задачі Алексідзе, 
лишається дослідити питання скінченно-вимірної апро-
ксимації її розв'язків, генерованих ітераційними проце-
сами, і особливості чисельних процедур. 

Висновок. Сформульована нова нелінійна гранична 
задача Алексідзе для відновлення потенціалу за зна-

ченнями МГПСТ і вказано алгоритм її розв'язання як 
потенціалу простого шару (6), густину якого практично 
відшукують з рівняння (7). Знаходити густину з еквіва-
лентного нелінійного інтегрального рівняння сили тя-
жіння (9) недоцільно, але воно зручне для вивчення 
умов коректності її постановки з граничними даними на 

класі Ляпунова   yC 2 . Задача Алексідзе з гранични-
ми даними на поверхні Ляпунова редукована до розв'я-
зання двох еквівалентних нелінійних інтегральних рів-
нянь (9–10), що описують функцію сили тяжіння. У цих 
редукціях вона коректна у на парі банахових просторів, 
до яких належать вхідні дані і шуканий розв'язок. 
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ТРАНСФОРМАЦІЇ РЕЧОВИНИ ЗЕМЛІ  
У РЕЗУЛЬТАТІ ЗМІННИХ ЕНЕРГООБМІННИХ ПРОЦЕСІВ 

 
(Рекомендовано членом редакційної колегії д-ром фіз.-мат. наук, проф. Г.Т. Продайводою) 
 
Розглянуто співвідношення потенціальної і кінетичної енергій і їх вплив на стан речовини. Зміна енергетичного стану 

навколишнього космічного простору змінює зовнішній енергообмін планети Земля, що може бути першопричиною глоба-
льних кліматичних варіацій на нашій планеті. 

There are considered the correlations between potential and kinetic energy and their influence upon condition matter. Fluctuation 
the energy condition surrounding outer space changes the external energy exchange of Earth and may be a cause of the global climatic 
variations our planet. 

 
Вступ. На Землі відбуваються складні процеси пе-

ретворення речовини. Вважати, що перетворення йдуть 
в основному на молекулярному рівні, було б недостат-
ньо вірним. Треба визнати, що на Землі відбувається 
повний кругообіг речовини. Речовина тут утворюється у 
вигляді елементарного його початку – водню і пройшо-
вши весь генетичний ряд, представлений таблицею 
Менделєєва, розпадається на проміжні складові з виді-
ленням неречовинної частини у вигляді енергії. Хіміч-
ний склад Землі визначається її енергетичним станом. 
Сам же енергетичний стан планети не є ізольованим 
поняттям, воно безпосередньо пов'язано з енергетич-
ним станом простору Всесвіту, через який проходить 
наша Сонячна система.  

Енерго-часові співвідношення. Як відомо, внутрі-
шню енергію речовини Землі складають потенціальна (Uп) 
і кінетична енергія (Uк). Ці дві складові обернено пропор-
ційні, збільшення однієї спричиняє за собою зменшення 
іншої (рис. 1). Основною енергією, що обумовлює існуван-
ня фізичного об'єкту, є потенціальна енергія. Рівень кіне-
тичної енергії – це показник руйнування цього об'єкту. Ви-
ходячи з виразу потенціальної енергії можна представити 
рівняння потенціалу часу існуванням фізичного об'єкту як 
Vt=mυl, де m – маса освіченого об'єкту; v – рівноприскоре-

не переміщення в просторі або рівноприскорене погли-
нання простору; l – величина простору в одновимірному 
виразі, який долає фізичний об'єкт перш ніж розчинитися в 
ньому, досягши світлової швидкості його переміщення. З 
цього рівняння витікає, що Vt0 при m0, яке досягаєть-
ся при набутті величини v світлової швидкості с. В процесі 
цих змін фізичний об'єкт встигає подолати відстань, рівну 
l. Космічний простір є енергетичним простором і його по-
долання фізичним об'єктом рівносильно поглинанню ним 
енергії цього простору, яка в ньому перетвориться у кіне-
тичну енергію. В результаті об'єкт розширяється, втрача-
ючи густину і, нарешті, зникає, розчиняючись у просторі. 
Отже, фізичний об'єкт як разове ущільнення енергетично-
го простору має потенціал часу, що збігає при подоланні 
об'єктом певної відстані. Довжина шляху, виходячи з 
принципу єдності простору і часу, визначається енергети-
чним наповненням доланого простору або те ж саме шви-
дкістю переміщення цього ущільнення в ньому [1, 5, 6]. 

В енергіях Uп і Uk закладено суть поняття єдності і 
боротьби протилежностей. В єдності вони визначають 
внутрішню енергію речовинного об'єкту, при цьому по-
стійно противоборствують. Збільшення кінетичної енер-
гії приводить до порушення структурних зв'язків, тобто 
до зменшення потенціальної енергії. Збільшення ж по-
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