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Висновки. Таким чином, розроблено ефективний і 
стійкий метод формування трикомпонентних просторо-
вих полів відбитих і минаючих хвиль для горизонталь-
но-шаруватого анізотропного середовища з поглинан-
ням на основі обчислення матриці розсіювання. Метод 
дозволяє враховувати інтерференційні явища, пов'язані 
з тонкошаруватістю, а також одержувати хвильове поле 
заданого типу на прийомі. Виведено формули для кое-
фіцієнтів відбиття й проходження в термінах матричних 

мінорів і узагальнений метод k -операторів для випа-

дку анізотропного середовища при використанні шести-

вимірного формалізму. Застосування k -операторів 

при розрахунку коефіцієнтів відбиття й проходження 
значно підвищило їхню точність. Результати продемон-
стровані на простих прикладах. 

 
1. Crampin S. The dispersion of surface waves in multilayered anisotropic 

media // Geophys. J. Roy. Astron. Soc. — 1970. — V. 21, № 2. – P. 387-402. 
2. Dunkin I.W. Computation of modal solutions in layered elastic media at high 
frequencies // Bull. Seismol. Soc. Amer. — 1965. — V. 55, № 2. – P. 335-358. 
3. Haskell N.A. The dispersion of surface waves on multilayered media // Bul. 
Seismol. Soc. Amer.– 1953.– V. 43, № 1. – P. 17-34. 4. Stroh A.N. Steady state 
problems in anisotropic elasticity // J.Math.Phys. —1962. — V. 41. – P. 77-103. 
5. Thomson W.T. Transmission of classic waves through a stratified solid 
material // J.Appl. Phys.– 1950.– V. 21, № 1.- P. 89-93. 

Надійшла  до  редколег і ї  18 .1 0 . 12  

 
УДК 550.334 

Д. Малицький, д-р фіз.-мат. наук, ст. наук. співроб., 
О. Муйла, канд. фіз.-мат. наук, пров. інж., А. Павлова, асп. 

 
МАТРИЧНИЙ МЕТОД У ЗАДАЧАХ СЕЙСМОЛОГІЇ 

 
(Рекомендовано членом редакційної колегії д-ром фіз.-мат. наук, проф. Г.Т. Продайводою) 
 
У роботі представлено рішення прямої задачі для поля переміщень на вільній поверхні шаруватого ізотропного сере-

довища з використанням матричного методу. Результати прямої задачі використано для визначення тензора сейсмічного 
моменту. Показано використання методу матричного пропагатора для анізотропного середовища. 

The solution of the direct problem for the displacement field on the free surface of layered isotropic medium using the matrix 
method is presented. The results of the direct problem are used to determine the seismic moment tensor. The application of the method 
of matrix propagator for the anisotropic medium is shown. 

 
Пряма задача. Розглядається поширення сейсміч-

них хвиль у вертикально-неоднорідному середовищі, 
яке моделюється системою однорідних ізотропних n 
шарів на (n+1) півпросторі. Вважаємо, що границі між 
шарами є паралельні. На кожній границі виконуються 
умови жорсткого контакту. Хвилі з (n+1) півпростору не 
повертаються (умова випромінювання). В однорідному 
ізотропному шарі на глибині Нs на деякій уявній границі 
розміщене джерело, представлене тензором сейсміч-
ного моменту ijM , який залежить від орієнтації розриву 

і від енергії в джерелі. Вважаємо, що середовище може 
бути анізотропним [5, 6]. 

Використовуючи матричний метод Томсона-Хаскела 
та інтегральні перетворення Фурьє-Бесселя-Мелліна 
отримано поле переміщення на вільній поверхні шару-
ватого середовища в далекій зоні (в циліндричній сис-
темі координат), враховуючи умову випромінювання і 
відсутності напружень на денній поверхні [3]: 
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5 0J J , 6 1J J , 1[ ] L k  – обернене перетворення Лап-

ласа; 1 0,J J  -функції Бесселя, k – хвильове число;  - 

змінна Мелліна; Мi -компоненти сейсмічного тензора. 
Для тестування коректності розв'язку прямої задачі 

використовувались результати групи вчених, які входять 
до проекту Source Inversion Validation (SIV). Для відомого 
середовища моделювались синтетичні сейсмограми 
різними ми методами (рис. 1). Внизу наведено резуль-
тат, отриманий за даною методикою. На рис. 1 синтетич-
ні сейсмограми отримані за допомогою восьми методів 
для моделі середовища: дев'ять шарів на півпросторі, 
коли джерело сейсмічних хвиль розміщено на глибині 

10 км, а часова функція у вогнищі є П-імпульс протяжніс-
тю 0,2 с. Порівняльний аналіз синтетичних сейсмограм 
показує, що запропонована авторами модифікація мат-
ричного методу для визначення поля переміщень на 
вільній поверхні шаруватого півпростору може бути ви-
користана для моделювання хвильових полів. 

Обернена задача. В сучасній сейсмології задачам 
визначення параметрів вогнища приділяють менше ува-
ги, ніж характеристикам середовища. Однак, вони є важ-
ливими для розуміння фізичних процесів у вогнищі, оскі-
льки, неможливо без визначення, інтерпретації та аналі-
зу параметрів вогнища розв'язувати актуальні задачі 
інженерній сейсмології чи інші проблеми. Тому, розроб-
лення нових методик та алгоритмів для обернених задач 
сейсмології щодо джерела залишаються актуальними і 
надзвичайно важливими завданнями. На даний час, не 
має загального та надійного підходу для вирішення таких 
задач, тому, що неможливо врахувати всі складні ефекти 
при моделюванні хвильових процесів під час поширення 
сейсмічних хвиль в неоднорідних середовищах. Для 
спрощення цієї проблеми пропонується корисну інфор-
мацію про вогнище землетрусу шукати в прямих P і S- 
хвилях, виділяючи із повного хвильового поля ту части-
ну, яка відповідає за поширення тільки цих хвиль, тобто 

вектор (0)
sU . Дана методика дозволяє розглядати дже-

рело розподіленим в часі та, визначати часову функцію 
вогнища STF. Отже, сейсмічний тензор у спектральній 
області знайдемо із рівняння [2]: 

 (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0), , U ,  U , ,    
Tp s p s p s

s s s y y z zU U U U KU M   (2) 

де матриця К містить фізичні параметри середовища, 
тобто швидкості поширення P та S хвиль, а також гус-
тини кожного шару. 

Маємо систему шести алгебраїчних рівнянь із шіс-
тьма невідомими, що є компонентами тензора сейсміч-
ного моменту Mij (ij=xz, yz, zz, xx, yy, xy). Із нього отри-
маємо компоненти тензора сейсмічного моменту: 

)0(1
sUKM   , (3) 
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Рис. 1. Компоненти швидкості переміщень на вільній поверхні середовища обчислені різними методами згідно  

з проектом SIV та запропонованою авторами модифікацією матричного методу 
 
У випадку N станцій вираз (2) запишемо у вигляді: 
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Дана система матричних рівнянь (4) є перевизначе-
ною. Її перепишемо у вигляді: 

 (0)
SGM U , (5) 

Помноживши зліва і справа вираз (5) на матрицю 
*G , яка по відношенню до матриці G є комплексно-

спряженою і транспонованою отримаємо: 
* *  (0)

SG GM G U . (6) 

або 
* 1 *( )   (0)

SM G G G U . (7) 

Вираз (7) для тензора М будемо називати розв'яз-
ком узагальненої оберненої задачі в сенсі середньо-
квадратичного, при якому мінімізується норма:  

2
(0)

SU GM . (8) 

Таким чином, отримано рішення оберненої задачі 
для сейсмічного тензора, якщо відома швидкісна мо-
дель середовища. Покажемо використання узагальне-
ного розв'язку (7) на такому тестовому прикладі: задамо 
середовище у вигляді двох шарів на півпросторі, дже-
рело розміщене на глибині hs =5000 м (параметри дру-
гого і третього шарів рівні між собою). Тензор сейсміч-
ного моменту задано у вигляді: 

14

5,0 -1, 4 -7,0
-1,4 4,52 -8,3 *10
-7,0 -8,3 -9,52

 
   
 
 

M  Н*м (9) 

Часову функцію у вогнищі STF(t) задано у вигляді 
затухаючої синусоїди (рис. 2 a). Компоненти сейсмічно-
го тензора як функції часу представлено на рис. 2 б. 

Розв'язок оберненої задачі (7) за розробленою ме-

тодикою (рис. 2 в) отримано для значень вектора (0)
sU , 

які беруться із сейсмічних записів  (0) , , ,u r z t
z

, 

 (0) , , ,ru r z t ,  (0) , , , u r z t  шляхом виділення на кож-

ній компоненті прямих P і S-хвиль. Практично це озна-
чає, що ми беремо на сейсмограмі частину запису від 
вступу прямої P хвилі до її першого перетину із віссю 
часу. Аналогічно поступаємо із прямою S-хвилею.  

Показано, що вибір вектора (0)
sU  тісно пов'язаний із 

часом у вогнищі. Якщо вибрати протяжність у часі для 
прямих P і S-хвиль достатньо меншою або достатньо 
більшою від часу у вогнищі, то отримаємо негативний 
результат для сейсмічного моменту. Найкращий ре-
зультат отримано, коли час, протягом якого відбувала-
ся подія є співрозмірним із часовим діапазоном для 

(0)
sU . Важливим для розв'язання оберненої задачі є 

мати добрі сейсмічні записи, а також на якість резуль-
татів оберненої задачі впливає вибір швидкісної моделі. 
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Рис. 2. Часова функція вогнища STF:  

а – компоненти тензора сейсмічного моменту як функції часу; б – пряма задача, в – обернена задача 
 
Анізотропне середовище. У загальному випадку 

розглянемо поширення сейсмічних хвиль в анізотроп-
ному неоднорідному середовищі. На практиці показано 
[5], що анізотропія може мати достатньо суттєвий вплив 
на розподіл поля переміщень – напружень на вільній 
поверхні шаруватого півпростору. А це означає, що 
дослідження такого впливу є важливим для визначення 
параметрів вогнища землетрусу. У даній роботі ми об-
межимося лише рішенням прямої задачі. 

Отже, для поширення сейсмічних хвиль в шарува-
тому анізотропному середовищі запишемо закон Гука і 
рівняння руху для кожного шару у вигляді: 

,  ij ijkl kl ijkl k lc e c u  (10) 

2

, ,2


    


i
i tt ij j

u
u

t
 (11) 

Перетворення Фур'є для довільної функції g має ви-
гляд: 

( )( , , ) ( , , )
  

  

  

     x yj t xp yp

x yg p p dx dy dt g x y t e    (12) 

де px, py –горизонтальні повільності. 
Якщо застосувати перетворення (12) до співвідно-

шень (10) і (11), отримаємо рівняння [6]: 

( ) ( )
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j A z b z
z

, (13) 
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u
b , u=(ux,uy,uz)
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 1 , , ,     


T

xz yz zzj
. (14) 

 
  
 

T

T C
A

S T
. (15) 

де матриці T, S, C мають розмірністю 3х3, причому C і S 
є симетричні; ux,uy,uz –компоненти переміщень і xz , 

yz , zz  – z – компоненти тензора напружень. 

Для розв'язання рівняння (13) використовуємо ме-
тод матричного пропагатора [6]: 

1

0 0 0

0 1 1 1 2 2 1( , ) ( ) ( ) ( )


          
z z

z z z

P z z I A d A A d d . (16) 

Матричний пропагатор задовольняє диференціаль-
ному рівнянню (13): 

0 0( , ) ( ) ( , ) 
d
P z z j A z P z z

dz
. (17) 

Однією із властивостей матричний пропагатора 
P(z,z0) є те, що він породжує вектор переміщень-
напружень b(z) на глибині z, діючи на цей вектор на 
глибині z0. Якщо ввести джерело у вигляді довільно-
орієнтованої сили, яке розміщене на довільній глибині 
однорідного анізотропного півпростору, то легко пока-
зати, що рівняння для поля переміщень-напружень ма-
тиме вигляд [6]: 

0 
      

b j
j Ab

fz
, (18) 

де  01 1 0,0,0, , , 
      


x y zF f f f

fj j
. 

З використанням методу матричного пропагатора, 
розв'язок рівняння (18) має вигляд: 

0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )    
z

z

b z P z z b z P z F d   (19) 

Таким чином, маючи значення для матричного про-
пагатора і компоненти сили, які породжують сейсмічні 
хвилі, можна визначити значення поля переміщень на 
довільній глибині, в тому числі на вільній поверхні ані-

T
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зотропного середовища. Важливим є отримання рішен-
ня прямої задачі у випадку дії джерела у вигляді тензо-
ра сейсмічного моменту в анізотропному середовищі. 
Але цей випадок буде представлено в наступних публі-
каціях. В даній роботі приведено результати наших об-
числень, коли один із шарів знаходиться під додатко-
вим напруженням, наприклад, під всестороннім стиском 
[6]. Вважаємо, що такий шар є розміщеним нижче дже-
рела сейсмічних хвиль. На рис. 3 показано, що навіть 
для такого простого випадку відхилення від ізотропії в 
одному із шарів, такий вплив проявляється на обмінних 
хвилях для різних значень гідростатичного стиску. 

 

 
Рис. 3. Обмінні хвилі для різних значень  

гідростатичного стиску: P = 0 MPa, 8 MPa, 15 MPa 
 

Таким чином, анізотропія може мати суттєвий вплив 
на характер хвильового поля, яке отримано за допомо-
гою матричного методу. Цей вплив проявився при ви-
значенні сейсмічного моменту. У наступних публікаціях 
буде показано, як отримано узагальнений розв'язок (7) 
у випадку анізотропного середовища.  
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За результатами геохімічного співставлення гранітів Українського щита та рідкіснометальних гранітоїдів Рудних Гір 

з використаням математичних методів з'ясовано, що їх прямими аналогами серед українських гранітоїдів є граніти кам'я-
номогильського комплексу. Припускається, що саме в межах розвитку масивів цих порід могли формуватися рудні концен-
трації олова. 

As a result of chemical and trace-element mapping of granites of the Ukrainian Shield and rare-metal granitoids of the Ore 
Mountains is determined by mathematical methods, that their direct analogs among the Ukrainian granites are granites of the kamennye 
mogily complex. It is assumed that a range of arrays of these rocks could have formed ore concentrations of tin. 

 
Постановка проблеми. На час виділення Л.В. Таусо-

ном [12] геохімічного типу плюмазитових рідкіснометаль-
них гранітів, ці породи, до яких, зокрема, відносяться і 
досліджувані нами рудногорські граніти, були відомі до-
слідникам виключно як кислі формування фанерозою. 
Лише через 10 років ці привабливі у металогенічному 
відношенні гранітоїди були визначені серед докембрійсь-
ких утворень Українського щита (УЩ) [3, 14]. Незважаю-
чи на значний віковий розрив у часі становлення україн-
ських і рудногорських плюмазитових гранітоїдів, їх поро-
дні представники характеризуються підвищеним вмістом 
рідкісних металів, відрізняючись між собою лише різним 
ступенем їх концентрації в купольних структурах масивів 
та до деякої міри типом ендогенної мінералізації. Очеви-
дно, що саме через регіональні відмінності у речовинно-
му складі досліджуваних нами рідкіснометальних гранітів 
досі на території УЩ не виявлено перспективних покла-
дів олов'яних руд, видобуток яких в подібних формуван-
нях Рудних Гір відбувався впродовж декількох століть [5]. 
І навпаки, в гранітоїдних масивах останніх поки що не 
відомо жодного родовища берилію. Нижче автори пред-
ставленої роботи спробують знайти відповідь на актуа-
льне з практичної точки зору питання: чи слід за аналогі-
єю з рудногорськими гранітоїдними масивами сподівати-
ся на виявлення потенційно перспективних рудопроявів 
олова на території УЩ, та з породами яких комплексів 
генетично чи парагенетично вони можуть бути пов'язані? 

Аналіз останніх досліджень. Слід зазначити, що, 
незважаючи на значну кількість публікацій по рідкісноме-
тальних гранітоїдах обох регіонів по кожному з них окре-
мо, тільки дві з них [15, 16] безпосередньо присвячені 
аналізу їх речовинного складу, причому, лише з викорис-
танням оригінального аналітичного матеріалу. На основі 
проведених досліджень автори цих робіт прийшли до 
висновку про подібність рідкіснометальних гранітів Руд-
них Гір і УЩ за їх петрохімічним складом і різко підвище-
ними концентраціями F, Li, Rb, Sn, Be, Mo, зазначивши, 
що в породах першого регіону вміст F, Li, Rb в 2–10 ра-
зів, а Sn і W – в 10–100 разів вищий ніж в докембрійських 
рідкіснометальних гранітоїдах УЩ. Причину високих кон-
центрацій рідкісних елементів в рудногорських гранітах 
на відміну від їх українських аналогів Є.М. Шеремет та ін. 
[15] бачать у відповідному збагаченні ними фанерозой-
ських глибинних флюїдів у порівнянні з докембрійськими. 
На жаль, міжрегіональне співставлення рідкіснометаль-
них гранітоїдів Рудних Гір і УЩ на рівні породних компле-
ксів цими дослідниками не проводилося. 

Мета статті. За результатами вивчення закономір-
ностей розподілу петрогених оксидів та рідкісних еле-
ментів у провідних петротипах гранітів УЩ і металогені-
чно спеціалізованих на олово породах Рудних Гір ма-
тематичними методами дослідити кореляційні зв'язки 
між гранітоїдами обох регіонів і на цій основі визначити 
перспективи щодо можливого виявлення родовищ оло-
ва на території УЩ. Зазначимо, що весь аналітичний 
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