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Досліджено математичну модель процесу керування запасами систем обслуговування зустрічних потоків з випа-

дковими розмірами витрачаючих і постачаючих вимог. Запропоновано точний та наближений методи визначення 
оптимальної в економічному сенсі політики керування запасами даної системи. Розроблено відповідний алгоритм 
ситуаційного керування. 
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The mathematical model of the process by stock control of maintenance systems of counter streams with the casual sizes of 
supplying requirements is investigated. The exact and approximate methods of definition optimum in economic sense of 
inventory policy of the given system are offered. The corresponding algorithm of situational management is developed. 
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Вступ. Системи обслуговування із зустрічними пото-
ками – це системи обслуговування, до яких у випадкові 
моменти часу надходять матеріальні ресурси випадкового 
розміру (постачальні вимоги (р-вимоги)), що у випадковий 
момент часу можуть бути замовлені споживачами шляхом 
подання витрачальних вимог (r-вимог) [1-3]. 

Задачі визначення оптимальної у відомому параме-
тричному класі політики поповнення запасів у таких 
системах розв'язані у роботах [2, 3]. при цьому припус-
калося, що r-вимоги ідентичні, тобто всі вимоги вима-
гають матеріальних ресурсів одиничного розміру і не 
враховується можливість утворення черги r-вимог. По-
дібні задачі з урахуванням утворення черги r-вимог роз-
глянуті у роботах [4, 5]. Проте в них також передбача-
ється, що r-вимоги ідентичні. 

У цій роботі знімається останнє обмеження, іншими 
словами, досліджується математична модель процесу 
керування запасами систем обслуговування зустрічних 
потоків із випадковими розмірами r-вимог та із обмеже-

ною чергою, а також вирішується задача оптимальної 
політики поповнення запасів. Ця політика визначається 
у досить широкому класі, зокрема, відомі дворівневі 
політики є частинним випадком цього класу. Знайдена 
політика називається ситуаційним керуванням запаса-
ми, оскільки вона враховує поточну ситуацію в системі, 
при чому ситуація визначається рівнем запасів на скла-
ді та кількістю наявних різнотипних r-вимог у системі. 

Модель і постановка задачі. Структурна схема си-
стеми, що досліджується, наведена на рис. 1. На вхід 
цієї системи, яка має склад обмеженого обсягу Q, над-
ходить пуассонівський потік r-вимог (далі просто вимог) 
з інтенсивністю r. Кожна вимога, яка надійшла, із імо-
вірністю і потребує матеріальний ресурс розміру bi,  

1  bi  Q, i = 1,…, K, при цьому 
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Рис. 1. Структурна схема системи обслуговування 
 
Припускається, що в момент надходження вимоги 

стає відомим кількість матеріальних ресурсів, яких вона 
потребує. Тоді можна вважати, що на вхід цієї системи 
надходять K типів пуассонівських потоків вимог, при 
цьому інтенсивність і-го потоку складає  := rі, а ви-
моги і-го типу (і-вимоги) вимагають одночасно bi ресур-
сів, i = 1,…, K. 

Для видачі ресурсів у системі є K каналів, при цьому 
кожний потік має свій канал обслуговування. Вимога 
будь-якого типу приймається на обслуговування, якщо 
на складі є достатня кількість ресурсів, при цьому час 
обслуговування і-вимог є експоненціально розподіленою 
випадковою величиною із параметром і, і = 1,…, K. 
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Система припиняє відпускання ресурсів незалежно 
від довжини черги вимог будь-якого типу, коли рівень 
наявних ресурсів опускається до певної величини q, 0  
q  Q–1. Вважається, що у даний момент система може 
замовляти на складі вищого рівня поставку певної кіль-
кості ресурсів, при цьому зроблене замовлення викону-
ється із певною затримкою, викликаною доставкою ма-
теріальних ресурсів та їх вивантаженням на складі нашої 
системи; ця затримка є випадковою величиною із експо-
ненціальною функцією розподілу з параметром (і), який 
у загальному випадку залежить від обсягу поставки і, і = 
1,…, Q – q. Через технологічні обмеження у період вива-
нтаження ресурсів, що надійшли зі складу вищого рівня, 
їх відпускання вимогам із черги припиняється. 

Різнотипні вимоги очікують початку обслуговування у 
черзі із максимальною довжиною N, тобто вимога будь-
якого типу, що надійшла у той момент, коли сумарна 
кількість вимог у системі дорівнює N, незалежно від рівня 
запасів ресурсів втрачається із відповідною ймовірністю. 

Вважається, що різнотипні вимоги розрізняються 
величиною збитків через втрати вимог (відсутність 
вільних місць у черзі чи відсутність потрібних ресурсів 
у системі), а також збитками внаслідок очікування ви-
мог у черзі протягом одиниці часу. Вважаються також 
відомими збитки, пов'язані із доставкою і зберіганням 

на складі системи кожного матеріального ресурсу 
одиничного розміру. 

Задача оптимізації функціонування даної системи 
формулюється таким чином. Треба знайти такі (опти-
мальні) значення обсягів матеріальних ресурсів, які 
поставляються, щоб мінімізувати сумарні втрати від 
очікування вимог, їх втрат, доставки і зберігання ресур-
сів в одиницю часу стаціонарного режиму. 

Для простоти викладення тут розглядається модель 
із "терплячими" вимогами, тобто вважається, що вимоги 
будь-якого типу, які надійшли у момент, коли рівень 
ресурсів на складі дорівнює q, очікують у черзі до над-
ходження поповнення. Разом із тим запропоновані тут 
методи розв'язування поставленої задачі легко можуть 
бути узагальнені й на випадок дослідження моделей із 
"нетерплячими" вимогами, коли вимоги деяких типів 
можуть покидати систему без обслуговування, якщо до 
початку їх обслуговування рівень запасів знижується до 
критичної величини q. 

У стаціонарному режимі математичною моделлю 
даної системи є багатовимірний ланцюг Маркова (ЛМ) 
зі станами вигляду (mn = (m, n1,…, nK), де m – поточний 
рівень запасу ресурсів на складі; ni – кількість і-вимог у 
системі, i = 1,…, K. 

Фазовий простір станів (ФПС) системи завдається 
множиною 
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де І(А) – індикаторна функція події А. 
Для формалізації того класу політики поповнення 

запасами, в якому визначатиметься оптимальна політи-
ка, розглянемо стани типу qn  E, оскільки саме у цих 
станах система може робити замовлення на поставку 
певної кількості матеріальних ресурсів. 

Викладення основного матеріалу. Нехай у стані qn 
 E із імовірністю і(qn) замовляється матеріальний ре-

сурс обсягу і, і = 0, 1, 2,…, Q – q. При цьому і = 0 означає, 
що у цьому стані система не замовляє ресурсів. 

Запроваджені марковські керування і(qn), і = 0, 1, 
2,…, Q – q, будемо називати керуючими ситуаційними 
параметрами (КСП). Вони задовольняють таким умовам: 
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Таким чином, сформульована вище задача оптимі-
зації даної системи зводиться до пошуку оптимальних 
значень КСП, які мінімізують сумарні збитки системи. 

Як уже згадувалося, клас дворівневих політик по-
повнення запасами є частинним випадком того класу 

політик, який тут розглядається. Дійсно, якщо покласти 
Q-q(qn) = 1, то отримаємо клас дворівневих політик. 

Враховуючи викладене вище, визначаємо, що еле-
менти твірної матриці (ТМ) ( mn; mn), де mn, mn  
Е, даного керованого ЛМ визначаються таким чином 
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Тут еі – і-й ортвектор (K+1)-вимірного евклідового 
простору, і = 1,…, K+1. 

Стаціонарну ймовірність стану mn  E позначимо 
р(mn). Тоді неважко довести, що сумарні збитки в сис-

темі за одиницю часу стаціонарного режиму за наявно-
сті КСП визначається таким виразом: 
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Тут сд і сз – відповідно витрати на доставку й збері-
гання матеріального ресурсу одиничного розміру; соч – 
величина збитків, що виникають внаслідок очікування 
у черзі однієї і-вимоги протягом одиниці часу; сн.п. – 
величина збитків, що виникають внаслідок незадово-

леного попиту на ресурс одиничного розміру за однією 
і-вимогою. 

Елементи твірної матриці, показані у виразі (2) дають 
змогу скласти систему рівнянь рівноваги (СРР) для 
p(mn), mn  E: 
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Таким чином, задача знаходження оптимальних зна-
чень КСП формулюється так: необхідно мінімізувати фу-
нкціонал (3) при обмеженнях (1), (4), (5). Ця задача є 
задачею марковського програмування і може бути роз-
в'язана відомими методами [6], в результаті чого відшу-
кується нерандомізована політика поповнення запасів, 
бо як відомо [7], у подібних випадках оптимальні значен-
ня КСП дорівнюють або нулю, або одиниці. Остання об-
ставина дає змогу запропонувати простий алгоритм си-
туаційного керування даною системою. Дійсно, якщо 

деякого стану qn  E величина ,1)(
0

 nqi  i0 > 0 (тобто 

всі 0)(  nqi  для і  і0), то у випадку, коли система пе-

ребуває у цьому стані, оптимальний обсяг замовленого 
ресурсу має бути рівним і0; якщо і0 = 0, то у цьому стані 
система не замовляє ресурсів. Схема даного алгоритму 
ситуаційного керування наведена на рис. 2, а його техні-
чна реалізація не викликає принципових труднощів. 
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Рис. 2. Алгоритм ситуаційного керування 

 
При великих значеннях Q, N i K запропонований вище 

метод (називатимемо його точним) наштовхується на ве-
личезні обчислювальні труднощі. Через це пропонується 
наближений метод розв'язування розглянутої задачі, який 
ґрунтується на ідеях фазового укрупнення станів стохас-
тичних систем [8] і докладно викладений в роботі [9]. 

Викладення методу почнемо із наступного розщеп-
лення ФПС Е: 
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У розщепленні (6) клас станів Em містить в собі всі 
ті мікростани ФПС Е, в яких рівень ресурсів системи 
дорівнює m незалежно від кількості різнотипних вимог 
у системі. 

Далі всі мікростани, які входять до підмножини Em, 

,,Qqm   об'єднуються в один укрупнений стан, що по-

значається m, і будується функція укрупнення Um: E 
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Функції укрупнення (7) визначають Q – q укрупнених 
моделей, і всі вони мають аналогічну структуру. Тому для 
більшої конкретності викладення зафіксуємо певне зна-

чення m  М і розглянемо укрупнену модель із ФПС mÊ . 

Керуючі ситуаційні параметри для всіх укрупнених мо-
делей визначаються так само, як і для вихідної моделі. 

Головна проблема при дослідженні укрупнених мо-
делей полягає у визначенні їх твірних матриць. Для 
системи, яку ми розглядаємо, елементи твірної матриці 

(ТМ) ,ˆ, ),;( mm Eyxyx  при використанні розщеплення 

(6) і функцій укрупнення (7) визначаються таким чином: 

а) при m  q, Ki ,1  
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б) при m = q, ,,Kii   елементи );( ³ );(),;(  mmqmqq qqq nnn  визначаються відповідно із виразів (8), (10) та 
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Для доведення справедливості тверджень (8) – (12) 
розглянемо різні можливі випадки. 

1. Випадок m  q.  

Оберемо деякий стан .ˆ
mEm n  Оскільки у цьому 

випадку зміни станів можливі лише при надходженні 
вимог і в моменти закінчення їх обслуговування, то роз-
глянемо ці моменти окремо.  

Після закінчення обслуговування і-вимоги у стані 

mEm ˆn  відбувається перехід mn  (m – bi, n – ei), де 

(m – bi, n – ei) ibmE  ˆ , тобто (m – bi, n – ei) mE . 

Якщо у момент надходження деякої і-вимоги систе-

ма перебуває у стані mEm ˆn , в якому n1+ n2+…+ nK < 

N, то вимога, що надійшла, із імовірністю і приймаєть-
ся в систему, тобто відбувається перехід mn  (m – bi, 

n – ei), де (m, n + ei) mÊ . Таким чином, у будь-якому 

стані mEm ˆn  після закінчення обслуговування  

і-вимоги система переходить до стану (m – bi, n – ei), 

що належить підмножині 
ibmE 

ˆ , а у моменти надхо-

дження і-вимоги відбувається перехід до стану (m, n + 

ei) mÊ . Тоді, використовуючи формули повної ймові-

рності, переконуємося, що рівність (8) є вірною. 

Визначимо ).;(  mmm n  Із мікростану mEm ˆn  

можна потрапити в укрупнений стан m  лише тоді, 

коли 
ibmm   і 0in . Тобто перехід mn 

 m може відбуватися в моменти закінчення обслу-

говування і-вимоги, якщо 0in . Тоді рівень ресурсів 

зменшується на bi одиниць, а із системи виходить одна 
вимога, тобто відбувається перехід mn  m – bi, n – ei, 

де (m – bi, n – ei) 
ibmE 

ˆ (іншими словами, відбувається 

перехід до укрупненого стану  ibm ). Як вказувалося 

вище, при надходженні до системи, що перебуває у 

стані mEm ˆn , вимоги будь-якого типу відбувається 

перехід до стану, який також належить підмножині mÊ . 

Таким чином, для обчислення );(  mmm n  з урахуван-

ням формули повної ймовірності отримаємо рівність (9). 
Аналогічно розмірковуючи, встановлюємо, що пере-

хід nmm   можливий лише у випадку 

Kibmm i ,1,  , а перехід  mm  – у випадку 

Kibmm i ,1,  . Очевидно, що інтенсивності пере-

ходів між цими станами визначаються, відповідно, із 
співвідношень (10) і (11). 

2. Випадок m = q. 
Із доведення твердження для випадку m  q видно, 

що ),;( nn  qqq  );( nqmq   і );(  mmq
 обчислю-

ються відповідно із виразів (8), (10) та (11) при m = q. 
Тепер визначимо ).;(  mqq n  Оскільки у стані qn  

Eq припиняється відпускання матеріальних ресурсів, то 
зміни станів можливі лише при надходженні вимог і у 
моменти надходження ресурсів на склад даної системи. 
Тому розглянемо ці моменти окремо. У моменти надхо-
дженні і-вимоги відбувається перехід qn  (q, n+ei), де 
(q, n+ei)  Е, тобто система залишається у тій же під-

множині Eq. Тому із мікростану qEq ˆn  можна потрапи-

ти до укрупненого стану m  лише тоді, коли m = q+i. 

Перехід  iqqn  може відбуватися у моменти над-
ходження на склад системи матеріальних ресурсів об-
сягу і (з імовірністю і(qn). Оскільки інтенсивність над-
ходження р-вимог розміру і дорівнює (і), то з ураху-
ванням формули повної ймовірності для обчислення 

);(  mqq n  отримаємо рівність (12). 

Таким чином задача визначення оптимальних 
значень КСП зводиться до паралельної оптимізації 
побудованих укрупнених моделей. Проте при розв'я-
зуванні останніх задач неможливо скористатися точ-
ними значеннями елементів відповідних ланцюгів 
Маркова, що визначаються формулами (8)–(12), бо 
стаціонарний розподіл вихідної моделі {p(mn): mn  
E} апріорі невідомий. Тому доводиться апроксимува-
ти точні значення необхідних елементів нашого лан-
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цюга. Тоді можна використати такі оцінки зверху і 

знизу цих величин при Ki ,1 : 
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Тут  > 0 є нижньою границею величини p(mn), mn  
E (при розв'язуванні конкретних задач величина  ви-
значається з урахуванням розмірності ФПС моделі, 
наприклад, можна обрати  = 10-6). 

Критерій функціонування системи (3) також оціню-
ється зверху і знизу відповідно виразами (23) і (24): 
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де (х) – стаціонарна імовірність стану х mÊ . 

Тоді задача оптимізації укрупненої моделі із ФПС 

mÊ  розпадається на мажорантну й мінорантну задачі. 

Мажорантна (мінорантна) задача полягає у мінімізації 

(максимізації) )( mm GG  при обмеженнях, що задаються 

СРР для (х), х mÊ . Ця задача складається за допо-

могою виразів (13), (15), (17), (19), (21) ((14), (16), (18), 
(20), (22)). Ця СРР в обох випадках доповнюється ще 
умовою нормування 
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Точність запропонованого методу оцінюється так [9]: 

,*min**max
,,

m
Qqm

m
Qqm

GGG


                (25) 

де G*, mm GG *,*  – відповідно мінімальні значення G, 

., mm GG  

Важливо зазначити, що оскільки кінцевою метою оп-
тимізації укрупнених моделей є визначення оптималь-
них значень КСП, то, як видно із виразів (13)–(22), ці 
параметри визначаються в результаті розв'язання за-

дачі оптимізації укрупненої моделі із ФПС qÊ , адже 

завдяки розщепленню (6) КСП зустрічаються лише в 
цих моделях (для інших моделей задачі оптимізації 
фактично перетворюються на задачі розрахунку). 

Висновки. Таким чином, укрупнені моделі визнача-
ються вибором конкретної схеми розщеплення ФПС 
вихідної моделі, і у цьому сенсі використане тут розще-

плення (6) не є єдино можливим. Після вибору конкрет-
ної схеми розщеплення на похибку запропонованого 
методу впливає схема апроксимації невідомих параме-
трів в укрупнених моделях. Тому якщо використовувати 
більш точні схеми апроксимації, то можна одержати 
більш близьке до вихідного рішення, при цьому оцінка 
(25) залишається вірною у всіх випадках. 

Слід також зауважити, що для зменшення розмірно-

сті задач оптимізації моделі із ФПС qÊ  описаний вище 

алгоритм побудови укрупнених моделей можна засто-
сувати вже для останньої моделі, тобто утворюється 
ієрархія укрупнених моделей, при цьому на кожному 
рівні ієрархії розроблений алгоритм використовується 
аналогічним способом. 
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