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Описується проблема перехресних зв’язків між каналами корекції безплатформної 

курсовертикалі. Кутову орієнтацію можна визначити інтегруванням кінематичних рівнянь, 
використовуючи вихідний сигнал датчиків кутової швидкості. Проте через похибки 
датчиків кутової швидкості, отримувана інформація про орієнтацію із часом стає дуже 
грубою. Для цього виконується корекція системи за інформацією від акселерометрів та 
магнітометрів. Існуючі алгоритми не враховують наявність впливу другого каналу корекції 
(по магнітометрах) на результати з першого етапу (по акселерометрах). Приведено 
корекційні рівняння системи за результатами вимірів акселерометрів та магнітометрів. У 
статті проаналізовано особливості формування похибок курсовертикалей від гіроскопів та 
позиційних датчиків, показана наявність перехресних зв’язків між каналами. На основі тео-
ретичних викладок запропоновано два методи розділення каналів. 

Ключові слова: безплатформна курсовертикаль, корекція, розділення каналів корекції, 
кватерніони.  
 
Вступ 
У сучасній практиці біомеханічних досліджень все більшого розповсюд-

ження набувають системи дослідження на базі мініатюрних мікромеханічних 
датчиків [1]. Основою роботи цих систем є алгоритми інерціальних систем, що 
дають змогу фіксувати орієнтацію і переміщення частин тіла. Основними чут-
ливими елементами цих систем є інерціальні вимірювальні блоки, котрі скла-
дають із 3-х гіроскопічних датчиків кутової швидкості (ДКШ), 3-х 
акселерометрів і магнітометрів. 

Кутову орієнтацію сегмента тіла можна визначити інтегруванням 
кінематичних рівнянь (рівнянь Ейлера, рівняння Пуассона чи кінематичного 
рівняння в кватерніонах), використовуючи вихідний сигнал ДКШ. Отримувана 
таким чином інформація про орієнтацію із часом стає дуже грубою. Це викли-
кано тим, що у вихідний сигнал датчика входить не тільки корисна складова, а 
й похибка. Похибка ДКШ призводить до незворотного наростання похибки 
орієнтації з часом при інтегруванні. А тому користуватися системою лише на 
базі мікромеханічних гіроскопів можна протягом декількох секунд, після чого 
необхідно виконувати корекцію. Для корекції використовуються позиційні дат-
чики, наприклад, акселерометри та магнітометри.  

 
Постановка задачі 
При розробці алгоритму для безплатформної курсовертикалі (БКВ) однією з  
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основних задач є визначення параметрів для опису кінематики кутового руху 
об’єкту. Як відомо, кінематика даних систем найбільш природно описується за 
допомогою кутів Ейлера-Крилова. Проте такий опис є нелінійним та незручним 
при програмній реалізації. Наразі буде використовуватися представлення кіне-
матики переходу між системами координат за допомогою матриці напрямних 
косинусів [2, 3]. 

Для опису і пояснення алгоритму введемо дві системи координат (див. 
рис. 1):  

ξηζ  − географічна геомагнітна система координат, яку можна прийняти за 
інерціальну при незначному часі роботи системи. Необхідно зазначити, що вісь 
η на даному рисунку направлена не на істинну північ, а на магнітну північ. 

xyz − система координат, жорстко зв’язана з тілом. 
Перехід від зв’язаної до інерціальної системи координат описується за допо-  

 

могою матриці напрямних косинусів 
(МНК) і записується наступним чином: 

( );
Tb n n b

xyz xyzv C v v C v→ →
ξηζ ξηζ= ⋅ = ⋅r r r r

,   (1) 

де b nC →  − МНК, що описує перехід від 
зв’язаної b до навігаційної системи ко-
ординат (СК) n , n bC →  − МНК, що описує 
перехід від навігаційної n  до зв’язаної 
СК b, vξηζ

r
 − вектор, записаний в проек-

ціях на осі навігаційної СК, xyzv
r

 − вектор, 

записаний в проекціях на осі, зв’язаної 
СК. 

МНК b nC →  має вигляд   Рис. 1. Кінематика безплатформної 
курсовертикалі 
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Кінематика безплатформної курсовертикалі (БКВ) при використанні МНК 
описується за допомогою рівняння Пуассона [2]: 

n b nb n b
bC C→ →= Ω



,          (3) 
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де 

0
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z y
nb
b z x

y x

 ω −ω
 Ω = −ω ω 
 ω −ω 

 – кососиметрична матриця кутових швидкостей в 

проекціях на осі системи координат, зв'язаної з об'єктом, , ,
T

x y z ω = ω ω ω 
r

 − ку-

това швидкість об’єкта, яка отримується із показів ДКШ. ДКШ вимірюють ку-
тову швидкість із точністю до шуму та дрейфу, котрий повільно змінюється. 

Як відомо, акселерометри вимірюють уявне прискорення, що є сумою 
гравітаційного прискорення та прискорення об’єкта [2, с. 21] 

a W g= −
rr r

, 

де a
r

 − уявне прискорення об’єкта, W
r

 − абсолютне прискорення об’єкта, g
r

 − 
гравітаційне прискорення. У більшості ситуацій абсолютне прискорення руху 
об’єкта є незначним порівняно з гравітаційним g

r
. А тому з сигналів акселеро-

метрів можна отримати інформацію про кути нахилу відносно площини гори-
зонту (крен і тангаж) і здійснити відповідну корекцію системи [3, 4]. 

Магнітометри вимірюють проекції магнітного поля Землі на власні осі. 
Інформація про магнітне поле необхідна для виконання корекції системи в 
азимуті. Необхідно відмітити, що інформативною складовою є горизонтальна 
складова магнітного поля Землі, котра вказує напрямок на магнітну північ [5]. 
Практично усі існуючі алгоритми безплатформних систем орієнтації, викори-
стовують для корекції всі складові вектора магнітного поля Землі. На перший 
погляд така постановка задачі має давати виграш у точності, адже є надлишкова 
інформація у вигляді вертикальної складової магнітного поля Землі. Це дає 
можливість оцінювати кути крену і тангажу за двома векторами – вектору 
гравітаційного прискорення та вектору вертикальної складової магнітного поля, 
що теоретично має дати змогу підвищити точність оцінювання орієнтації. Про-
те таке виконання алгоритмів корекції без розділення каналів (сигнали з 
акселерометрів – корекція по кутах крену і тангажу, з магнітометрів – лише по 
куту курсу чи рискання) на практиці призводить до того, що в реальному 
середовищі система може фіксувати незрозумілі варіації та збурення за кутами 
крену і тангажу. Це викликано впливом наводок та феромагнітних матеріалів, 
що легко викривлюють магнітне поле Землі. Магнітометри вимірюють сумарне 
поле, а тому без розділення каналів корекції дуже часто можлива ситуація, що 
після другого етапу корекції (по магнітометрах) вносяться похибки у результа-
ти корекції орієнтації на першому етапі (по акселерометрах). Тобто розділення 
каналів корекції дозволяє усунути вплив магнітних девіації на визначення кутів 
крену і тангажу, обмежуючи їх вплив лише на створенні похибок тільки по кур-
совому каналу. 

Проблемі зменшення впливу феромагнітних збурень на покази систем 
орієнтації приділено немало уваги [6, 7], проте в цих роботах розглядають 
можливість зменшення похибок завдяки введенню статистичних гіпотез про 
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можливу поведінку феромагнітних завад. Така технологія боротьби із цими по-
хибками досить ефективна, але вона не усуває методичної похибки перехресно-
го впливу каналів корекції (оскільки повністю усунути завади не може).  

 
Корекція курсовертикалі за сигналами позиційних датчиків 
Обґрунтуємо вищенаведені твердження про наявність перехресних зв’язків 

між каналами корекції. Як відомо, для повної оцінки орієнтації на основі век-
торних вимірювань необхідно мінімум два не колінеарних вектори [3]. Ці век-
тори є певними фізичними величинами, котрі вимірюються позиційними дат-
чиками того чи іншого роду. Для оцінки орієнтації необхідно знати проекції 
цих векторів і в опорній СК, і в зв’язаній. Проекції векторів фізичних величин у 
опорній СК відомі з високою точністю із довідників. Для знаходження проекцій 
цих же векторів у зв’язаній СК використовуються позиційні датчики, котрі 
жорстко закріплені на об’єкті. 

Нехай для корекції системи використовуються вектори фізичних величин, 
що мають, у загальному випадку, в опорній СК наступний вигляд 

, ,
T T

r r r r p p p p rξηζ ξ η ζ ξηζ ξ η ζ   = =   
r r r

 .p
r

   (4) 

Для формування сигналу корекції необхідно із векторних вимірювань 
оцінити елементи кінематичних параметрів, котрими описується орієнтація 
системи. Сформуємо, дану оцінку безпосередньо із вимірювань у зв’язаній СК, 
не використовуючи для цього постановку задачі знаходження орієнтації у 
постановці G.Wabha [3, p. 10]. Щоб це виконати, перейдемо до нової опорної 
СК, в котрій один з опорних векторів буде співпадати з однією із осей нової 
опорної СК (канонічний вид). А інший опорний вектор буде мати лише дві 
проекції в новій СК. Перехід до такої СК можна задати на основі значень 
векторів (4). Приймемо за перший опорний вектор rξηζ

r
. Кінематику переходу до 

проміжної СК, в якій вектор r
r

 матиме канонічний вид, показано на рис. 2, б, а 
геометричне пояснення значення кінематичних кутів – на рис. 2, а. Величини 
кутів повороту знаходяться згідно наступних формул: 

 1 2 2
, 90 90 .

r r
arctg arctg

r r r

η ζ

ξ ξ η

α = β = − β = −
+

 (5) 

Запишемо проекції опорних векторів в СК í í íξ η ζ : 
; .í í í ír C r p C pξηζ ξηζ= ⋅ = ⋅r r r r

 

Матриця переходу згідно кутів (5) має вигляд 
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 = = − α = α = 
 = α β = α β = β 

. 

Для переходу в нову опорну СК 0 0 0ξ η ζ  необхідно виконати поворот навко-
ло осі íζ  на кут χ . Його величина визначається проекціями другого опорного 
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вектора в СК í í íξ η ζ  (див. рис. 2, в): 

í

íp
arctg

p
ξ

η
χ = . 

 

а)   б)   в)  
 

Рис. 2. Перехід до нової опорної системи координат 
 
 
Отже, повний перехід від СК ξηζ  до 0 0 0ξ η ζ  описується МНК 0C , котра схожа 
до (2): 
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. 

Позначимо оцінку орієнтації (див. (1)) в новій опорній СК 0 0 0ξ η ζ  через 
МНК D . Тоді, знаючи D  і 0C , орієнтацію об’єкта в опорній СК ξηζ  можна ви-

значити матричним співвідношенням 0
n b TC D C→ = ⋅ . 

Виконавши перехід від СК ξηζ  до 0 0 0ξ η ζ , ми отримаємо опорні вектори 
наступного вигляду 
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r r
 

Запишемо зв’язок між вимірюваннями вектора r
r

 та p
r

 у зв’язаній СК та 
опорній СК 0 0 0ξ η ζ : 
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11 12 13 13

21 22 23 23

31 32 33 33

0

0 .
x

xyz y

z

r d d d d r

r r D r d d d d r

r d d d r d r
ξ η ζ

⋅      
      = = ⋅ = = ⋅
      
       ⋅      

r r
  (6) 
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На основі виразу (6) можна оцінити 3-ій стовпчик МНК D : 

 13 23 33, , .yx z
no no no

rr r
d d d

r r r
= = =  (8) 

Знайшовши (8), ми можемо оцінити другий стовпчик МНК D : 

0 0 0

0 0 0 0 0 0

12 13 22 23 23 33, ,yx z
no no no no no no

p p ppp p
d d d d d d

p p p p p p
ζ ζ ζ

η η η η η η
= − = − = − . (9) 

Як видно з (9), для оцінки другого стовпчика необхідна інформація про 
третій стовпчик МНК, тобто інформація отримана на основі вимірювань пер-
шого вектора. Назвемо це перехресним впливом першого роду. Із виразів (8)- 
(9) видно, що перший стовпець МНК не оцінюється. Проте це не є проблемою, 
бо у МНК незалежними є лише 6 елементів. Три інші напрямні косинуси знахо-
дяться із рівнянь взаємозв’язку [2]. 

Нехай після першого етапу роботи згідно рівняння (3) система оцінює 
орієнтацію об'єкта із певною похибкою C∆ . Тоді МНК, що визначає оцінку 
орієнтації об'єкта системою, має вигляд  

D D D= + ∆ . 
Сигнал корекції можна сформувати як різницю між оцінкою орієнтації на 

основі даних ДКШ (рівняння (3)) та позиційних датчиків 


noD D D∆ = − .        (10) 
Маючи оцінку похибки орієнтації у вигляді (10), ми можемо виконати 

корекцію наступним чином 

 
opD D K Dκ = + ⋅ ∆ , (11) 

де K  − матриця (розмірності [3x3]) коефіцієнтів корекції. 
Запишемо корекційні рівняння використовуючи (11). При використанні си-

гналів акселерометрів xa
r

 та магнітометрів xm
r

 (водночас, СК 0 0 0ξ η ζ  співпадає з 

географічною геомагнітною СК, і МНК D  дорівнює n bC → ) опорними вектора-
ми є вектор прискорення сили тяжіння nG

ur
 та вектор магнітного поля Землі 

(МПЗ) nT
ur

: 

[ ]0 0 , 9,81
T

nr G g g≡ = − =
urr

м/с2; [ ]0
T

np T H Z≡ =
urr

, 

де 18964H = мкТ − горизонтальна складова МПЗ на широті Києва, 

46962Z = −  мкТ − вертикальна складова МПЗ на широті Києва. 
Сформуємо складові матриці похибок оцінки МНК за сигналами 

акселерометрів xa
r

 (див. (8)) 
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 13 13 23 23 33 33ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,yx z
a no a no a no

aa a
c c c c c c

g g g
∆ = − ∆ = − ∆ = − . (12) 

Сформуємо складові матриці похибок оцінки МНК на основі сигналів 
магнітометрів xm

r
 (див. (9) ): 

13 13 13 23 23 23 33 33 33ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .yx x
m no m no m no

mm Z Z m Z
c c c c c c c c c

H H H H H H

    ∆ = − − ∆ = − − ∆ = − −    
    

 

12 12 12 22 22 22 12 22 22ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .x x x
m no m no m no

m H m H m H
c c c c c c c c c

Z Z Z Z Z Z
     ∆ = − − ∆ = − − ∆ = − −     
     

(13) 

Відповідно до виразів (12) − (13) можна записати вирази для корекції МНК: 
а) за сигналами акселерометрів 



11 13 12 23 13 3311 12 13

op 21 22 23 21 13 22 23 23 33

31 32 33 31 13 32 23 33 33

ˆ ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ ˆ0 0 .

ˆ ˆ ˆ0 0

a no a no a no
n bn b

a a no a no a no

a no a no a no

k c k c k cc c c

C C K C c c c k c k c k c

c c c k c k c k c

→→
κ

 ∆ + ∆ + ∆ 
  = + ∆ = + ∆ + ∆ + ∆  
   ∆ + ∆ + ∆   

(14) 

б) за сигналами магнітометрів xm
r

 (для спрощення запису позначення ˆm no ijc∆  

замінимо на ˆmijc∆ ) 



12 1311 12 13 11 12 13

op 21 22 23 21 22 23 22 23

31 32 33 31 32 11 32 33

1111 12 13

21 22 23

31 32 33

ˆ ˆ0

ˆ ˆ0

ˆ ˆ0

ˆ0

m mm m m
n bn b

m m m m m m m

m m m m m

m

c cc c c k k k

C C K C c c c k k k c c

c c c k k k c c

k cc c c

c c c

c c c

→→
κ

 ∆ ∆   
    = + ∆ = + ∆ ∆ =    
     ∆ ∆    

∆ 
 = +
 
  

12 12 22 13 32 11 13 12 23 13 33

21 12 22 22 23 32 21 13 22 23 23 33

31 12 32 22 33 32 31 13 32 23 33 33

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 .

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0

m m m m m m m m

m m m m m m m m m

m m m m m m m m m

k c k c k c k c k c

k c k c k c k c k c k c

k c k c k c k c k c k c

 + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆
 

∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆ 
 ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆ 

(15) 

 
Як видно із рівнянь (14) − (15), корекція 3-го стовпця МНК ведеться по-

вторно: за даними акселерометрів і за даними магнітометрів.  
З рівняння (15) слідує, що при використанні повного вектора магнітного по-

ля корекція виконується для 2-го і 3-го стовпця МНК. Водночас, використову-
ються одні і ті ж коефіцієнти корекції з матриці mK . Це означає, що за повним 
вектором магнітного поля Землі алгоритмічно (за допомогою вибору 
коефіцієнтів корекції mK ) неможливо виокремити корекцію лише другого сто-
впця МНК по магнітометрах, бо для усунення корекції 3-го стовпця необхідно 
обнулити mijk . Проте можна оцінювати кожен стовпчик МНК на основі даних 

різних датчиків. 
 
Вплив похибок позиційних датчиків на оцінку орієнтації 
Розглянемо вплив похибок позиційних датчиків на результат роботи систе-

ми. При знаходженні оцінки МНК (10) вважалося, що ці датчики працюють без 
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похибок, оскільки у D∆  включалися лише похибки системи через похибки 
ДКШ та похибки чисельного інтегрування рівняння (3).  

Нехай позиційні датчики вимірюють проекції опорного вектора у зв’язаній 
СК із похибками, котрі викликані зовнішніми чинниками (для акселерометрів – 
прискорення, для магнітометрів – наводки, девіації від магнітом’ягкого та 
магнітотвердого заліза) 

S S
xyz xyz xyzv v v= + ∆
r r r

,  

де 
S
xyzv
r

 − вимірювання позиційного датчика з похибками (в тому числі внаслі-

док зовнішніх збурень), xyzv
r

 − вектор ідеальних вимірювань значення опорного 

вектора на вісі зв’язаної СК, 
S
xyzv∆
r

 − похибки позиційних датчиків. 
За наявності такої похибки, корекція формуватиметься за сигналом різниці, 

що матиме вигляд (аналогічно до (12) − (13)): 

13 13 23 23 33 33ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
ss s

y yf f fx x z z
a no a no a no

a aa a a a
c c c c c c

g g g

+ ∆+ ∆ + ∆∆ = − ∆ = − ∆ = − . 

13 13 13 23 23 23

33 33 33 12 12 12

22 22 22 12

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ss
y yf fx x

m no m no

s s
f fz z x x
m no m no

s
y yf f

m no m no

m mm m H H
c c c c c c

Z Z Z Z

m m H m m Z
c c c c c c

Z Z H H

m m Z
c c c c

H H

 + ∆ + ∆∆ = − − ∆ = − −       

   + ∆ + ∆∆ = − − ∆ = − −   
   

 + ∆
∆ = − − ∆ =  

 
22 22ˆ .

s
z zm m Z

c c
H H

 + ∆− − 
 

(16) 

Оцінимо вплив похибок позиційних датчиків на похибку оцінки орієнтації 
після виконання корекції op

n b
fC →

κ∆ . Оскільки похибки у вираз (16) входять ади-

тивно, і, враховуючи порядок виконання корекції, отримуємо матрицю похибок 
за сигналами акселерометрів та магнітометрів 

op op op

0 0 0

0 0 0

0 0 0

s s s
x y x

n b n b n b s s s
f f y m y y

s s s
z z z

a g m H m Z

C C C K a g K m H m Z

a g m H m Z

→ → →
κ κ κ

   ∆ ∆ ∆
   

∆ = − = ∆ + ∆ ∆   
   ∆ ∆ ∆      

.   (17) 

Вираз (17) показує вплив похибок позиційних датчиків і з нього видно, що 
вплив похибок визначається значеннями проекцій опорного вектору в навіга-
ційній СК. Тобто, щоб розділити вплив похибок датчиків, необхідно обирати 
опорні вектори, що в навігаційній СК мають проекції лише на одну із осей цієї 
СК. 

Збурення магнітометрів на практиці значно більші, ніж збурення акселеро-
метрів (по відношенню до значення опорного вектора). А тому краще алгорит-
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мічно усунути вплив такого джерела похибок, якщо при цьому основним інфо-
рмаційним джерелом для корекції по крену і тангажу є дані акселерометрів.  

 
Висновки  
Запропоновано два методи для вирішення задачі розділення каналів корекції 

при побудові курсовертикалі. 
Перший метод отримання кінцевої МНК, як видно з (14) та (15), складається 

з вибору необхідних стовпчиків. Тобто, виконуючи корекцію МНК, отриманої 
після інтегрування даних ДКШ, третій стовпчик потрібно брати з етапу корекції 
за акселерометрами, а другий стовпчик − з етапу корекції за магнітометрами. 
Необхідно зазначити, що такий принцип отримання кінцевого результату може 
надалі застосовуватися лише при використанні у якості кінематичних парамет-
рів МНК. 

При використанні кватерніонів так канали розділити не можна. Розв’язання 
цієї задачі для кватерніонів (для МНК це теж залишиться справедливим) дає 
вираз похибок корекції (17). З цього виразу видно, що вплив похибок позицій-
них датчиків на канали курсовертикалі визначається проекціями опорних век-
торів у навігаційній системі координат. Другий метод розділення каналів коре-
кції полягає у виборі опорних векторів, що мають в навігаційній системі коор-
динат проекції лише на одну з осей. Тобто опорні вектори мають бути взаємно 
перпендикулярними. 
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