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Розглянуто особливостi залеж-ностей активної й реактивної складових вхiдного iмпедансу решiток iмпе-
дансних 𝛿-неоднорiдностей у квантово-механiчному, електромагнiтному та акустичному сере-довищах. На
основi порiвняльного аналiзу залежностей вхiдного iмпедансу необмежених i обмежених кристалоподiбних
структур (КС) та решiток iмпедансних 𝛿-неоднорiдностей встановлено критерiї наближення КС решiтками
iмпедансних 𝛿-неоднорiдностей. Цi критерiї обмежують ширину неоднорiдностi КС однiєю чет-вертою
довжини хвилi, а нормований хвильовий iмпеданс електромагнiтних та акус-тичних неоднорiдностей
значеннями не менше 3 або не бiльше 1/3.
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Вступ

Кристалоподiбнi структури (КС) мають унiкаль-
нi, аналогiчнi кристалам, зоннi спектральнi характе-
ристики й становлять основу нових рiзноманiтних
пристроїв обробки сигналiв [1–3]. КС належать до
перiодичних структур, надзвичайно широко застосо-
вуваних в рiзних технiчних галузях. Iнтерес до пе-
рiодичних структур зберiгається протягом значного
часу, про що свiдчить перевидання другого видання
фундаментальної монографiї [4] через п’ятдесят рокiв
(переклад доповненої монографiї [4, 5]).

Принциповi властивостi КС виявляються в одно-
вимiрних структурах, якi традицiйно моделюють ме-
тодом матрицi переносу [6]. Метод хвильового iмпе-
дансу спрощує моделювання, наповнює його фiзи-
чним змiстом, дозволяє отримати аналiтичнi рiшен-
ня [7, 8].

Для моделювання поодиноких хвильових неодно-
рiдностей i КС в [9] запропоновано модель iмпедан-
сних 𝛿-неоднорiдностей, яка поєднує переваги методiв
хвильового iмпедансу й 𝛿–функцiй. Оскiльки реаль-
нi неоднорiдностi скiнченнi, постає питання взаємної
вiдповiдностi КС i решiтки 𝛿-неоднорiдностей.

Метою статтi є встановлення критерiїв наближен-
ня необмежених i обмежених КС решiтками iмпедан-
сних 𝛿-неоднорiдностей. Для спрощення перетворень
iмпеданси нормовано до iмпедансу зовнiшнього сере-
довища.

1 Хвильовi середовища криста-

лоподiбних структур

Розглянемо такi середовища: середовище 1 —
квантово-механiчне, нормований хвильовий iмпеданс
визначається виразом

𝑍 =

√︂
(𝐸 − 𝑉 )𝑚′

𝐸𝑚
,

де 𝐸 — енергiя електрона; 𝑉 — потенцiальна енергiя;
𝑚 — ефективна маса електрона; штрих вiдповiдає
зовнiшньому середовищу; середовище 2 — електрома-
гнiтне або акустичне з iмпедансом 𝑍 = const.

КС у середовищах 1 i 2 позначимо як КС1 i КС2,
iмпеданснi 𝛿–неоднорiдностi в середовищах 1 i 2 —
нижнiми iндексами 1 i 2, а iндекси параметрiв бар’єра
i ями — буквами 𝑏 i 𝑤 (barrier i well).

Вхiдний iмпеданс 𝛿–бар’єрiв i 𝛿1-ями й вхiдний
адмiтанс 𝛿2-ями визначаються формулами [9]

z𝛿 = 1 + 2i𝜂, g𝛿 = 1 + 2i𝜂,

де 𝜂1 = ±𝛼
√︀
𝑚′/2𝐸/~ = ±𝛼𝑚′/~2𝑘′ , ~ = ℎ/2𝜋,

ℎ — постiйна Планка (знак «+» з «±» вiдповiдає
𝛿1-бар’єру); 𝜂2 = −𝛼𝑘/2, 𝑘 — хвильове число.

В [9] розглянуто лише необмеженi решiтки 𝛿–
бар’єрiв. Для встановлення критерiю наближення як
для КС на основi бар’єрiв, так i для КС на основi ям
розглянемо особливостi решiток 𝛿–ям.
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2 Необмеженi решiтки iмпедан-

сних 𝛿–ям

Решiтки 𝛿1-ям i 𝛿1-бар’єрiв вiдрiзняються лише
знаком величини 𝜂1. Для решiток 𝛿2-ям i 𝛿2-бар’єрiв
z𝛿𝑤 = z−1

𝛿𝑏 , тому вiдмiнностi бiльш суттєвi.
Знайдемо вхiдний iмпеданс неоднорiдностi в нео-

бмеженiй решiтцi 𝛿2-ям (рис. 1)

Рис. 1. Решiтка 𝛿2-ям.

Тут z i
*
z — вхiднi iмпеданси вiдповiдно у прямому i

зворотному напрямках на лiвiй i правiй межi 𝛿–ями3;
𝑐 — вiдстань мiж 𝛿–неоднорiдностями.

У дозволених зонах, якi є зонами власних значень

КС,
*
z= z̃ , де z̃ — вхiдний iмпеданс у прямому на-

прямку на правiй межi 𝛿–ями. Виходячи з цього i
враховуючи зв’язок вхiдного iмпедансу 𝛿–ями з вхi-
дним iмпедансом середовища справа вiд неї, маємо

z =

*
z

1 + 2i
*
z 𝜂

. (1)

Iмпеданси z i
*
z зв’язанi також спiввiдношенням

z =

*
z +i𝐶

1 + i
*
z 𝐶𝜂

, (2)

де 𝐶 = tan𝜙, 𝜙 = 𝑘′𝑐 .
З (1) i (2) отримаємо

Re z =
√︀
1− Im2 z− 2 Im z𝐶−1, (3)

Im z =
𝜂

2𝜂𝐶−1 − 1
. (4)

Для решiток 𝛿–бар’єрiв i 𝛿1–ям зв’язок мiж Re z i Im z
також визначається (3), а Im z = 𝜂 [9].

Пiдставивши (4) в (3), для решiтки 𝛿2–ям маємо

Re z =

√︀
1− 𝜂2 − 2𝜂𝐶−1

2𝜂𝐶−1 − 1
. (5)

Таким чином, чисельники виразiв для Re z i Im z
решiтки 𝛿2-ям (5) i (4) спiвпадають з вiдповiдними
виразами для решiток 𝛿–бар’єрiв i 𝛿1–ям.

Межi зон визначаються умовою Re z = 0. Для ре-
шiток 𝛿–бар’єрiв i 𝛿–ям з однаковими значеннями вiд-
повiдних параметрiв маємо 𝜂1𝑏 = −𝜂1𝑤 i 𝜂2𝑏 = −𝜂2𝑤.
Таким чином, межi зон таких решiток не спiвпадають
в середовищi 1 i спiвпадають в середовищi 2.

Рис. 2. Залежностi активної (1) та реактивної (2)
складових вхiдного iмпедансу необмежених решiток
𝛿1-неоднорiдностей, 𝛼 = 0, 3 еВ·нм, 𝑐 = 3 нм, 𝑚 =

𝑚′ = 𝑚0, де 𝑚0 — маса електрона:
а — бар’єри; б — ями.

На рис. 2 приведено залежностi складових
вхiдного iмпедансу необмежених решiток 𝛿1-
неоднорiдностей. Знак “-” реактивної складової
обумовлений протилежнiстю знакiв фази прямої хви-
лi в квантовiй механiцi i в радiотехнiцi. Залежностi
являють собою чергування смуг, в яких Re z > 0 i
Re z = 0 , вiдповiдно дозволених i заборонених зон.

Як i очiкувалося, межi зон решiток 𝛿1–бар’єрiв
та 𝛿1–ям з однаковим значеннями вiдповiдних пара-
метрiв не спiвпадають. Дозволенi зони решiтки 𝛿1–
бар’єрiв обумовленi резонансним тунелюванням еле-
ктронiв, а решiтки 𝛿1–ям — їх резонансним прохо-
дженням. Розширення дозволених зон зi зростанням
енергiї обумовлене зменшенням значення |z𝛿| i, вiд-
повiдно, коефiцiєнта вiдбиття вiд неоднорiдностi, а
розширення заборонених зон — збiльшенням вiдстанi
мiж власними значеннями енергiї структури з двох

3знаком “ * ” враховано комплексну спряженiсть вхiдних iмпедансiв у протилежних напрямках
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𝛿1–неоднорiдностей, якi приблизно визначають сере-
дини дозволених зон.
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Рис. 3. Залежностi активної (1) та реактивної (2)
складових вхiдного iмпедансу необмежених решiток
𝛿2-неоднорiдностей, 𝛼 = 𝑐/3: а — бар’єри; б — ями.

На рис. 3 наведено залежностi складових вхiдного
iмпедансу решiток 𝛿2-неоднорiдностей.

Як i очiкувалося, межi зон решiток 𝛿2-бар’єрiв та
𝛿2-ям з однаковим значеннями вiдповiдних параме-
трiв спiвпадають.

3 Наближення необмежених

кристалоподiбних структур

Критерiї наближення КС решiтками 𝛿-
неоднорiдностей мають встановлювати обмеження
на параметри КС, при яких похибка наближення є
прийнятною.

Розглянемо iмпедансну модель необмеженої одно-
вимiрної КС, утворену шарами I i II, для хвиль рiзної
природи (рис. 4), де z — вхiдний iмпеданс

у прямому напрямку на правiй межi мiж шарами
II i I. Суцiльна i штрихова лiнiї вiдповiдають iмпедан-
сним бар’єрам i ямам. Середовище шарiв I у загально-

му випадку реактивне, а шарiв II — дисперсивне (про-
зоре). Iмпеданс i хвильове число реактивного сере-
довища уявнi, а шар такого середовища—тунельний.
Позначимо параметри шарiв I i II iндексами I i II та
пронормуємо iмпеданси до iмпедансу шару II.

Рис. 4. Iмпедансна залежнiсть необмеженої КС.

Згiдно перетворень, аналогiчних наведеним вище,
отримаємо, що Re z визначається (3), а Im z виразом

Im z =
1− 𝑍2

2(𝐵−1 + 𝑍𝐴−1)
,

де 𝑍 — iмпеданс шару I ( 𝑍𝑏 при 𝑍 > 1 i 𝑍𝑤 при 𝑍 < 1
); 𝐴 = tan𝜙I ; 𝐵 = tan𝜙II, 𝜙I = 𝑘I𝑎, 𝜙II = 𝑘II𝑏 —фазовi
набiги хвилi у шарах I i II, 𝑎 i 𝑏 — товщини шарiв I i
II вiдповiдно.

На рис. 5 приведено залежностi складових вхi-
дного iмпедансу необмежених КС1 i решiток 𝛿1-
неоднорiдностей. Похибка наближення КС1 решiтка-
ми 𝛿1-неоднорiдностей, у цiлому, зростає зi збiльше-
нням енергiї E, що вiдповiдає зменшенню довжини
хвилi. Вiдноснi похибки ширини першої, другої, тре-
тьої i четвертої заборонених зон решiтки 𝛿1-бар’єрiв з
урахування знака вiдхилення складають вiдповiдно 3,
0, 5, −8 i −26%, а першої, другої i третьої заборонених
зон решiтки 𝛿1-ям — −7, −16 i 36 %.

Таким чином, значення 𝐸 = 1 еВ є межею набли-
ження. Вiдповiдний критерiй наближення

𝑎 . 𝜆/4, (6)

де 𝜆 — довжина хвилi, 𝜆 = ℎ/
√
2𝑚𝐸, причому 𝑚′ ≈

𝑚. Критерiй (6) виконується i при iнших значеннях
параметрiв КС1.

На рис. 6 i 7 наведено залежностi складо-
вих вхiдного iмпедансу необмежених КС2, утво-
рених чвертьхвильовими шарами, та решiток 𝛿2-
неоднорiдностей. Як бачимо, зi збiльшенням 𝑍𝑏 i
зменшенням 𝑍𝑤 похибка наближення зменшується.
Ця похибка обмежує значення 𝑍𝑏 i 𝑍𝑤. При 𝑍𝑏 = 3
i 𝑍𝑤 = 1/3 вiдносна похибка активної складової вхi-
дного iмпедансу необмежених КС2 при 𝜙 = 0 складає
вiдповiдно −15 i 13 %. Приймемо цi значення 𝑍+𝑏 i
𝑍𝑤 як граничнi. Вiдповiдний критерiй наближення:

𝑍𝑏 ≥ 3, 𝑍𝑤 ≤ 1/3.
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Рис. 5. Залежностi активної та реактивної складових
вхiдного iмпедансу необмежених КС1 (1, 3) i решiток
𝛿1-неоднорiдностей (2, 4), 0, 03 еВ·нм, 𝑉 = 0, 1 еВ,
𝑎 = 0, 3 нм, 𝑏 = 2 нм, 𝑐 = 𝑎 + 𝑏, 𝑚 = 𝑚′ = 𝑚0 : а,

б — бар’єри; в, г — ями.
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Рис. 6. Залежностi активної (1, 2) та реактивної (3, 4)
складових вхiдного iмпедансу необмежених КС2 (1,
3) i решiток 𝛿2-бар’єрiв (2, 4), 𝜙 = 𝜙I + 𝜙II, 𝜙I = 𝜙II,
𝑎 = 𝜆I/4, 𝑏 = 𝜆II/4, де 𝜆I i 𝜆II — довжини хвилi на
середнiй частотi першої забороненої зони, 𝑐 = 𝑏: а —

𝑍𝑏 = 3; б — 𝑍𝑏 = 8.

Приймемо за межу наближення значення 𝜙 = 𝜋,
яке вiдповiдає серединi першої забороненої зони. Вiд-
повiдний критерiй наближення

𝑎 . 𝜆I/4. (7)

Цей критерiй виконується i для iнших значень 𝑎 .

4 Наближення обмежених кри-

сталоподiбних структур

На рис. 8 приведено залежностi складових вхiдно-
го iмпедансу обмежених КС1 i решiтки 𝛿1-бар’єрiв.
Спiввiдношення мiж залежностями складових вхiдно-
го iмпедансу обмежених КС1 на основi потенцiальних
ям i решiтки 𝛿1-ям мають аналогiчний характер. Як
бачимо, критерiй (6) виконується i для обмежених
КС1.
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Рис. 7. Залежностi активної (1, 2) та реактивної (3, 4)
складових вхiдного iмпедансу необмежених КС2 (1,
3) i решiток 𝛿2-ям (2, 4): а — 𝑍𝑤 = 1/3; б — 𝑍𝑤 = 1/8.
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Рис. 8. Залежностi активної (а) та реактивної (б)
складових вхiдного iмпедансу обмежених КС1 (1) i
решiтки 𝛿1-бар’єрiв (2); параметри рис. 5, кiлькiсть

шарiв КС 𝑁 = 9.

На рис. 9 наведено залежностi складових вхi-
дного iмпедансу обмежених КС2 i решiток 𝛿2-
неоднорiдностей.

Поблизу значення 𝜙 = 𝜋 в КС2 на основi бар’єрiв
вiдбувається вузькосмугова високоiмпедансна транс-
формацiя хвильового iмпедансу середовища, розмiще-
ного на виходi КС2.
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Рис. 9. Залежностi активної (1, 2) та реактивної (3, 4)
складових вхiдного iмпедансу обмежених КС2 (1, 3) i
решiток 𝛿2-неоднорiдностей (2, 4), 𝑎 = 𝜆I/4, 𝑏 = 𝜆II/4,
𝑁 = 7, 𝑐 = 1, 25(𝑎+ 𝑏): а, б — 𝑍𝑏 = 3; в — 𝑍𝑤 = 1/3.

Без врахування цiєї особливостi можна зробити
висновок, що критерiй (7) виконується i для обмеже-
них КС2.
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Висновки

Критерiї наближення КС решiтками iмпедансних
𝛿-неоднорiдностей обмежують ширину неоднорiдностi
КС однiєю четвертою довжини хвилi, а нормова-
ний хвильовий iмпеданс електромагнiтних та акусти-
чних неоднорiдностей значеннями не менше 3 або не
бiльше 1/3. Цi критерiї встановлюють межi дiапазо-
ну моделювання — вiдповiдно енергiї для квантово-
механiчних КС i частоти для електромагнiтних та
акустичних КС.
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Критерии приближения кристаллопо-
добных структур решетками импедан-
сных дельта-неоднородностей

Нелин Е. А., Ляшок А. В.

Рассмотрены особенности зависимостей активной и ре-
активной составляющих входного импеданса решеток им-
педансних 𝛿-неоднородностей в квантово-механической,
электромагнитной и акустической средах. На основе срав-
нительного анализа зависимостей входного импеданса не-
ограниченных и ограниченных кристаллоподобных стру-
ктур (КС) и решеток импедансних 𝛿-неоднородностей
установлены критерии приближения КС решетками им-
педансних 𝛿-неоднородностей. Эти критерии ограничи-
вают ширину неоднородности КС одной четвертой дли-
ны волны, а нормированный волновой импеданс элек-
тромагнитных и акустических неоднородностей значени-
ями не меньше 3 или не больше 1/3.

Ключевые слова: кристаллоподобная структура; импе-
дансная дельта-неоднородность

Сriteria of crystal-like structures
approaching by impedance delta-
inhomogeneities lattices

Nelin E. A., Liashok A. V.

Introduction. Crystal-like structures (CS) have unique,
similar to crystals, band spectral characteristics and form the
basis of new various signal processing devices. In this paper
the criteria of CS approaching by 𝛿-inhomogeneities latti-
ces are established. Wave mediums of crystal-like structures.
Quantum-mechanical, electromagnetic and acoustic wave
mediums are considered and expressions for impedance 𝛿-
barriers and 𝛿-wells input impedances and admittance are
described. Unlimited impedance 𝛿-wells lattices. Features
of impedance 𝛿-wells lattice are considered. Expression for
input impedance of impedance 𝛿-wells lattice is obtained.
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Active and reactive input impedance components characteri-
stics of unlimited impedance 𝛿-inhomogeneities lattices
are presented. Unlimited crystal-like structures approachi-
ng. Comparative analysis of input impedance components
characteristics of unlimited CSs and 𝛿-inhomogeneities latti-
ces are considered. Criteria of unlimited CSs approachi-
ng by 𝛿-inhomogeneities lattices are established. Limited
crystal-like structures approaching. Comparative analysis of
input impedance components characteristics of limited CSs
and 𝛿-inhomogeneities lattices are considered. Criteria of
limited CSs approaching by 𝛿-inhomogeneities lattices are

established. Conclusions. Criteria for unlimited and limited
CS approaching by 𝛿-inhomogeneities lattices limiting CS
inhomogeneity width by one-fourth of the wavelength and
normalized wave impedance of electromagnetic and acoustic
inhomogeneities by values of not less than 3 or not more than
1/3. These criteria determine range of modeling — energy for
quantum-mechanical CSs and frequency for electromagnetic
and acoustic CSs accordingly.

Key words: crystal-like structure; impedance delta-
inhomogeneity
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