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В работе рассматриваются кольцевые, дугообразные и L-образные антенные решетки для задачи ра-

диопеленгации со сверхразрешением стохастическим методом максимального правдоподобия и MUSIC.

Вычислены границы Крамера-Рао для различных ситуаций, в т.ч. расположения сигналов по азимуту и

углу места, а также отношений сигнал-шум. Получены зависимости среднеквадратического отклонения

для азимутальной и угломестной пеленгации методом максимального правдоподобия и MUSIC в различной

шумовой обстановке. Ключевые слова:
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Введение

Оценка угловых координат источников радиоизлу-
чения (ИРИ) представляет серьезный исследователь-
ский интерес и используется главным образом для
разделения целей [1]. Конфигурации используемых
антенных решеток (АР), которые были исследованы,
причем только в азимутальной плоскости, главным
образом, касались равномерных линейных (ЛАР),
равномерных прямоугольных, а также равномерных
кольцевых. В задачах, требующих как азимутальной,
так и угломестной радиопеленгации были использо-
ваны планарные или плоские АР [2]. На сегодняшний
день работы, посвященные сравнительному исследо-
ванию характеристик радиопеленгации со сверхразре-
шением, в том числе оценке границы Крамера-Рао,
для различных конфигураций АР, касаются зача-
стую только одной или двух типов [3–13]. Поэтому
получение оптимальной формы антенной решетки,
позволяющей получить оценки координат источни-
ков радиоизлучения с наивысшей точностью весьма
актуально.

1 Постановка задачи

На рис. 1 показана решетка из 𝑁 элементов, прои-
звольно распределенных в плоскости 𝑥𝑦. Рассмотрим
узкополосный сигнал 𝑠(𝑡) на несущей частоте 𝜔0 с
угловыми координатами 𝜃 и 𝜙 относительно осей 𝑥
и 𝑧 соответственно, т.е. 𝜃 связана с азимутальной и
𝜙 с вертикальной плоскостями. Сигнал выражается
как [14]
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Рис. 1. АР произвольной формы

𝑠(𝑡) = 𝑢(𝑡) cos(𝜔0 + 𝜈(𝑡)), (1)

где 𝑢(𝑡) и 𝜈(𝑡) — медленно изменяющиеся функции
времени. Поскольку сигнал узкополосный, то задерж-
ка 𝜏𝑖 вызывает сдвиг фазы 𝜉𝑖 = −𝜏𝑖𝜔0, т.е.

𝑠(𝑡− 𝜏) = 𝑠(𝑡)𝑒𝑗𝜉𝑖 = 𝑠(𝑡)𝑒−𝑗𝜏𝑖𝜔0 (2)

𝜉𝑖 =
𝜔0

𝑐
[𝑥𝑖 sin𝜙 cos 𝜃 + 𝑦𝑖 sin𝜙 cos 𝜃 + 𝑧𝑖 cos𝜙] (3)

где 𝜆 — длина волны. И теперь, если сигналы на АЭ
обозначить как 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑁 , то в векторной форме
они будут выглядеть как:

x(𝑡) = a(𝜔, 𝜃, 𝜆)𝑠(𝑡) =

=
[︁
𝑒𝑗kr

𝑇
1 𝑒𝑗kr

𝑇
2 · · · 𝑒𝑗kr

𝑇
𝑁

]︁
𝑠(𝑡) (4)
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Рис. 2. Изображение а) кольцевой, б) дугообразной и в) L-образной АР

где k = 2𝜋
𝜆 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧) = (sin𝜙 cos 𝜃, sin𝜙 cos 𝜃, cos𝜙) —

волновое число, r𝑇𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛)𝑇 — радиус-вектор к
𝑛-му АЭ.

Как уже было показано [15], на точность радиопе-
ленгации оказывает влияние межэлементное рассто-
яние, а также форма АР. Известно, что решетки L-
образной (рис. 2в) [16], а также дугообразной формы
(рис. 2б) [17] могут давать лучшие характеристики,
чем кольцевые (рис. 2а) для одного источника сигна-
ла. Поэтому актуальным является вопрос о выборе
наилучшей формы АР для нескольких источников си-
гналов, а также метода радиопеленгации. Естествен-
ным и распространенным критерием выбора геоме-
трии АР является нижняя граница Крамера-Рао.

2 Граница Крамера-Рао для 2D

радиопеленгации

Пусть имеется вектор x⃗(𝑡), образующий стаци-
онарный гауссовский процесс с нулевым средним,
имеющим моменты второго рода:

𝐸
{︀
x⃗(𝑡) x⃗𝐻(𝑡)

}︀
= R𝛿𝑖𝑗 =

(︁
ASA𝐻 + 𝜎2I

)︁
𝛿𝑖𝑗 (5)

𝐸
{︀
x⃗(𝑡)x⃗𝑇 (𝑡)

}︀
= 0, (6)

где S — корреляционная матрица сигналов, A — ма-
трица направляющих векторов, 𝜎2 — мощность шума.
При этом сигналы и шум являются реализациями
случайных гауссовских величин.

Функция правдоподобия отсчетов x̃(𝑡1), . . . , x̃(𝑡𝑁 ),
которые являются независимыми и идентично рас-
пределенными, задается:

𝑝
(︀
x⃗(𝑡1), . . . , x⃗(𝑡𝑁 ) | 𝜃,S, 𝜎2

)︀
=

=

𝑁∏︁
𝑖=1

1

𝜋𝑁 |R|
𝑒−x⃗𝐻(𝑡𝑖)R

−1x⃗(𝑡𝑖) (7)

где 𝑁— количество АЭ, | . . . |— детерминант матрицы.
Максимизация 𝑝(𝜃,S, 𝜎2) эквивалентно минимизации
отрицательной логарифмической функции правдопо-
добия:

𝑝(𝜃,S, 𝜎2) = 𝑁 log |R| + −
𝑁∑︁
𝑖=1

x𝐻(𝑡𝑖)R
−1x(𝑡𝑖) =

= log |R| + 𝑇𝑟
{︁
R−1R̂

}︁
(8)

После некоторых алгебраических преобразований
функция правдоподобия (7) может быть упрощена по
отношению к S и 𝜎2:

Ŝ(𝜃) = A†(𝜃)(R̂− �̂�2I)A†𝐻(𝜃) (9)

�̂�2(𝜃) =
1

𝑚− 𝑑
𝑇𝑟

{︁
P⊥

𝐴R̂
}︁

(10)

где A† — псевдо инверсия матрицы A и P⊥
A — ортого-

нальный проектор на нуль-пространство A𝐻 . Оценки
параметров сигнала получаются путем решения сле-
дующей оптимизационной проблемы [18]:

𝜃 = arg min
𝜃

𝑉𝑆𝑀𝐿(𝜃) (11)

𝑉𝑆𝑀𝐿(𝜃) = log |A(𝜃)Ŝ(𝜃)A(𝜃)𝐻 + �̂�(𝜃)I| (12)

Важным параметром измерения, насколько хо-
рошо функционирует тот или иной метод, являе-
тся ковариационная матрица ошибок оценок, нижняя
граница которой вычисляется согласно критерию
Крамера-Рао (ГКР). Пусть 𝜂 — несмещенная оцен-
ка вектора параметров 𝜂0, т.е. 𝐸 {𝜂} = 𝜂0 на основе
наблюдений X𝑁 , тогда нижняя граница Крамера-Рао
задается:

𝐸
{︀

(𝜂 − 𝜂0)(𝜂 − 𝜂0)𝑇
}︀
≥

[︂
−𝐸

{︂
𝜕2 log 𝑝(X𝑁 |𝜂)

𝜕𝜂𝜕𝜂𝑇

}︂]︂−1

(13)
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ГКР легко выводится из нормализованной отри-
цательной логарифмической функции правдоподо-
бия (8). Компактное выражение ГКР для 𝑃 параме-
тров 𝑀 сигналов представлено в [18]:

𝐸

{︂(︁
𝜃 − 𝜃0

)︁(︁
𝜃 − 𝜃0

)︁𝑇
}︂

≥ B𝑆𝑇𝑂 (14)

{︀
B−1

𝑆𝑇𝑂

}︀
𝑖𝑗

=
2𝑁

𝜎2
ℜ
[︁
𝑇𝑟

{︁
A𝐻

𝑗 P⊥
𝐴A𝑖SA

𝐻R−1AS
}︁]︁

𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝𝑀. (15)

Для случая, когда только один параметр (𝑝 = 1)
ассоциирован с каждым сигналом, ГКР может быть
записана:

B𝑆𝑇𝑂 =
𝜎2

2𝑁
ℜ
[︁
𝑇𝑟

{︁
(D𝐻P⊥

𝐴D) ∘ (SA𝐻R−1AS)𝑇
}︁]︁−1

(16)
где ∘ — обозначает поэлементное умножение и

D =

[︃
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃1

, . . . ,
𝜕a(𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃𝑑

]︃
(17)

Для распространения ГКР (16) на произвольное
число сигналов и их параметров (прежде всего, ази-
мутальная и угломестная пеленгация) воспользуемся
[19]. Определим матрицы производных 𝐷𝜃 и 𝐷𝜙:

D𝜃,𝜙 =

[︃
𝜕a(𝜃1, 𝜙1)

𝜕𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜃1,𝜙1

, . . . ,
𝜕a(𝜃𝑑, 𝜙𝑑)

𝜕𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜃𝑑,𝜙𝑑

]︃
(18)

Таким образом, ковариационную матрицу ошибок
оценок для 2D радиопеленгации можно записать:

B𝑆𝑇𝑂 =
𝜎2

2𝑁
ℜ

[︃
𝑇𝑟

{︃[︂
Λ1 Λ2

Λ3 Λ4

]︂
∘
[︂
Ξ Ξ
Ξ Ξ

]︂𝑇}︃]︃−1

(19)

где Λ1 = D𝐻
𝜃 P⊥

𝐴D𝜃, Λ2 = D𝐻
𝜃 P⊥

𝐴D𝜙, Λ3 = D𝐻
𝜙 P⊥

𝐴D𝜃,

Λ4 = D𝐻
𝜙 P⊥

𝐴D𝜙, Ξ = SA𝐻R−1AS.
Допустим, имеется направляющий вектор прои-

звольной антенной решетки (4), тогда частные прои-
зводные вектора a(𝜃𝑚, 𝜙𝑚) от 𝜃 и 𝜙:

𝜕a(𝜃𝑚, 𝜙𝑚)

𝜕𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜃𝑚,𝜙𝑚

=
𝜕𝑒𝑗k1R

𝑇

𝜕𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜂=𝜃𝑚,𝜙𝑚

=

=
𝜕𝑗k1R

𝑇

𝜕𝜂
𝑒𝑗k1R

𝑇

⃒⃒⃒⃒
𝜂=𝜃𝑚,𝜙𝑚

(20)

3 Исследование плоских антен-

ных решеток

Выполним сравнительную статистическую оцен-
ку методов максимального правдоподобия (8),

MUSIC [20] и сравним их с границей Камера-Рао
(19). В качестве антенных решеток, на которых будут
испытываться методы, будут кольцевая, дугообра-
зная и L-образная АР. Все АР состоят из 24 АЭ,
межэлементное расстояние — 0.5𝜆, угол между двумя
гранями L-решетки равен 45∘, радиус дугообразной
АР в сравнении с кольцевой увеличен в два раза.
Количество отсчетов усреднения корреляционной
матрицы 100, число итераций повторения 500. Для
задания сигналов на АР воспользуемся выражением
(5), параметры которого 𝑆 и 𝜎2 определяют отно-
шение сигнал-шум (ОСШ). Начальные значения для
минимизации функции (12), проводимой по методу
Ньютона-Гаусса [21], задавались как координаты,
полученные методом MUSIC. Приводится оценка
среднеквадратического отклонения (СКО) оценки
пеленга по азимуту и углу места. Примем ситуацию
с одним источником излучения, азимутальная коор-
дината которого 𝜃 = 25∘, угол склонения возьмем
поочередно 𝜙 = 5∘, 45∘ и 85∘. Примем следующие
обозначения: “∘” — кольцевая АР, “♦” — дугообразная
АР, “+” — L-образная АР.

Из рис. 3-5 видно, что лучшая антенная — это
дугообразная антенная решетка. Следующая АР по
точности — L-образная антенная решетка. Худшая из
рассматриваемых по точности определения коорди-
нат по азимуту и углу места — кольцевая АР.

  
а) б)

 

в)

Рис. 3. Метод максимального правдоподобия
а) 𝜙 = 45∘, б) 5∘ и в) 𝜙 = 85∘ одного сигнала

При этом разница СКО становится более выражен-
ной, т.е. 0, 5∘ и выше, если источник сигнала имеет
координату относительно оси 𝑧 𝜙 = 85∘. Если исто-
чник расположен в середине угла места, т.е. 𝜙 = 45∘,
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то разница между рассматриваемыми геометриями
АР незначительна.

  

а) б)

 
в)

Рис. 4. Метод MUSIC а) 𝜙 = 45∘, б) 5∘ и в) 𝜙 = 85∘

одного сигнала

  

а) б)

 

в)

Рис. 5. Ганица Крамера-Рао а) 𝜙 = 45∘, б) 5∘ и в)
𝜙 = 85∘ одного сигнала

Рассмотрим ситуацию с несколькими источниками
сигналов. Первый сигнал имеет азимут 𝜃1 = 25∘, вто-
рой — 𝜃2 = 35∘, угломестные координаты изменяются
между 𝜙 = 10∘, 45∘, 85∘.

Из рис. 6-8 видно, что лучшей антенной реше-
ткой для получения пространственных координат по

азимуту и углу места является дугообразная АР.
Это видно как из результатов статистического эк-
сперимента двух типов методов радиопеленгации со
сверхразрешением, а также, что наиболее важно, из
ГКР. Причем повышение точности для нескольких
источников сигналов носит весьма значительные ве-
личины, 3∘ и выше для рассматриваемых методов.
Из рис. 7б видно, что для MUSIC отсутствует СКО
для ОСШ=0 дБ, это связано с появлениями ложных
пиков. Причем L- и дуго- образные АР позволили
получить оценки.

  

а) б)

 

в)

Рис. 6. Метод максимального правдоподобия а) 𝜙 =
45∘, б) 10∘ и в) 𝜙 = 85∘ двух сигналов

  

а) б)

 

в)

Рис. 7. Метод MUSIC а) 𝜙 = 45∘, б) 10∘ и в) 𝜙 = 85∘

двух сигналов
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а) б)

 

в)

Рис. 8. Ганица Крамера-Рао а) 𝜙 = 45∘, б) 10∘ и в)
𝜙 = 85∘ двух сигналов

Выводы

В работе проведена адаптация выражения гра-
ницы Крамера-Рао для задач 2D радиопеленгации
плоских АР. Проведено исследования методов радио-
пеленгации со сверхразрешением MUSIC, максималь-
ного правдоподобия в составе кольцевых, дугообра-
зных и L-образных антенных решеток в различной
шумовой обстановке. Установлено, что для получения
более точных оценок двумерных угловых координат
ИРИ, в том числе для наихудших случаев распо-
ложения источников, т.е. при удалении от середины
угла склонения и в случаях появления ложных пи-
ков, необходимо использовать метод максимального
правдоподобия в составе дугообразных АР поскольку
ее габариты в 2 раза больше кольцевой при том же чи-
сле элементов. Превосходство метода правдоподобия
по точности связано с реализацией поиска наилу-
чшего соответствия согласно критерию наименьшего
квадратичного отклонения, как видно из (7).
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Оцiнка межi Крамера-Рао для 2D радiо-
пеленгацiї в плоских антенних решiтках

Нєчаєв Ю. Б., Пєшков I. В.

В роботi розглядаються кiльцевi, дугоподiбнi i L-

подiбнi антеннi решiтки для завдання радiопеленгацiї

з надрозрiзненням стохастичним методом максимальної

правдоподiбностi i MUSIC. Обчисленi межi Крамера-Рао

для рiзних ситуацiй, в т.ч. розташування сигналiв по

азимуту i куту мiсця, а також вiдношення сигнал-шум.

Отримано залежностi середньоквадратичного вiдхилення

для азимутального i кутомiсного пеленгування методом

максимальної правдоподiбностi в рiзнiх шумових обстави-

нах.

Ключовi слова: радiопеленгацiя; межа Крамера-Рао;

MUSIC; метод максимальної правдоподiбностi

Evaluating Cramer-Rao Bound for 2D
direction-finding via planar antenna
arrays

Nechaev, Yu. B., Peshkov, I. V.

Evaluation of angular coordinates of radio sources is a

major research interest and is mainly used for the separation

of objectives. The configurations used by antenna arrays, whi-

ch have been studied mainly concerned uniform linear, uni-

form rectangular, circular and uniform. The main advantage

for the LAR-finding tasks is narrow main lobe of the directi-

vity pattern, but scanning is only possible in the azimuth

plane. In problems that require both azimuth and elevation

direction finding planar AR was used. To date, the work

devoted to a comparative study with superresolution directi-

on finding performance, including estimates of the boundary

of the Cramer-Rao, different configurations for the AP, touch

often only one or two types of. Therefore, to obtain the

optimal shape of the antenna array, which allows to obtain

estimates of target coordinates with the highest accuracy is

very important.

Key words: direction-finding; Cramer-Rao bound;

MUSIC; maximum likelihood method
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