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Современные математические модели, применяемые для описания и прогнозирования 
экономических процессов на разных уровнях, представляют собой широкий диапазон функций 
действительных переменных. Одно из направлений, где они широко используются, -  модели
рование макроэкономических процессов, которое является эффективным инструментом анали
за и прогноза при формировании экономической политики государства.

Современная эконометрика располагает обширным арсеналом средств и методов по
строения моделей и оценки их параметров, однако моделирование взаимосвязей экономических 
переменных ограничено множеством элементарных функций действительных переменных [1; 
2]. Расширение инструментальной базы эконометрического моделирования возможно за счет 
использования функций комплексных переменных, которые позволяют рассматривать взаимо
связи между показателями путем объединения их в одну комплексную переменную и исполь
зовать ее в качестве зависимой переменной, в отличие от функций действительных перемен
ных, которые моделируют зависимость только одного показателя.

Следует отметить, что при внешней простоте и схожести с моделями действительных пе
ременных применение комплексных переменных влечет за собой рассмотрение совершенно но
вых видов функциональных связей между переменными. Параллельно с этим встает вопрос эко
номической интерпретации комплексных переменных и ситуаций, возникающих в связи с суще
ствованием и свойствами мнимой единицы. Эти и многие другие вопросы, связанные с примене
нием комплексных чисел в моделировании, требуют детального рассмотрения и изучения.

К настоящему времени использование теории комплексных чисел в моделировании эко
номики очень ограничено. Комплексные числа используются при исследовании динамики сис
тем, описываемых дифференциальными или разностными уравнениями, при описании колеба
тельных процессов [3]. Пионерными работами, в которых обосновывается перспективность 
расширения сферы применения комплексных чисел и методов комплексного анализа, являются 
работы С.Г. Светунькова по эконометрии комплексных переменных [4; 5; 6].

В нашем анализе мы опирались на общий подход и выводы, представленные в этих рабо
тах. В задачи исследования входило: рассмотрение линейной функции комплексных перемен
ных и адаптация метода наименьших квадратов для оценки ее параметров, апробация ее на 
макроэкономических данных и сравнительный анализ результатов моделирования с помощью 
функций действительных и комплексных переменных.

Рассмотрим простейший случай эконометрической модели, которая использует ком
плексные переменные
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Уп + 'У и =  («о +  1а\ ) +  <А) +  гЬх ) {ХГ1 + 1хи ) +  {еп  +  (еи ) ,
где е п  +  -  ошибка, также имеющая комплексный вид, /  =  1,.., лУ.
Для оценки параметров этой модели по данным выборочных наблюдений используем ме

тод наименьших квадратов, в котором, как и в случае действительных переменных, критерием 
выступает минимизация квадрата нормы вектора ошибок

|е ||2 =  ||ег +  /ег[|2 —> 1ШП , где е = ег +  /бг ~ Ы  -мерный комплексный вектор.
Этот критерий имеет достаточно прозрачную интерпретацию: чем меньше норма ком

плексной ошибки, тем меньше ее расстояние до нуля, поэтому выбираются оценки, при кото
рых сумма расстояний ошибок до нуля минимальна. В работах С.Г. Светунькова оценка параметров 
регрессии проводится, исходя из минимизации суммы квадратов ошибок аппроксимации [5, с. 68-69]. 
Заметим, что в данном случае минимизируемая функция является функцией действительных 
переменных, как и для случая обычной линейной регрессии.

Необходимые условия экстремума позволяют получить следующую систему уравнений

«0« + Ь0 Е  хп -  Ь\ Е  хи = Е  Уп
I I г

ахп + Ь ^ х и +Ь1' £ х п = 2 > й 
г г ? 

а0$ Х  + а ^ х и + (х2п + х 2и ) = ^ У п хп + Т,Уихи 
/ * г г г 

-  аоЕ*й + а\ И хп + Ь ^ х 2« + х 2и) = ^ У и хп ~ Ц У п хи 
г / ( г г

Решая систему, получаем оценки параметров линейной комплекснозначной модели:
(Термин предложен С.Г. Светуньковым)
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Таким образом, получаем следующее регрессионное уравнение
Л Л

Уг +  1'У, = ( « 0  + 1 - щ )  +  (Ь0 +i■bx) (xrt + /•*,,).
Данная модель была использована в качестве макроэкономической производственной 

функции, и полученные формулы для оценки ее параметров апробированы на статистических 
данных США и Украины. Был проведен ряд вычислительных экспериментов, чтобы оценить 
описательные и прогностические способности этой модели в сравнении с моделями действи
тельных переменных.

Моделирование динамики макропоказателей США. Для сравнения были рассмотрены 
следующие модели:

о модель 1 -  динамизированная функция Кобба-Дугласа

у  = у • е^ЛК а1}~а
о модель 2 -  линейная модель действительных переменных
у  = а0 + ахК  + а2Ь
о модель 3 -  линейная модель комплексных переменных
Уг+ *-У; =(«о + 1 -а1) + (Ь0 + 1-Ь1)(К + 1-Ь).
Для оценки параметров моделей использована статистика США по ВНП (валовой нацио

нальный продукт, у г ), основному капиталу { К )  VI затратам труда ( Ь )  за период 1930 -  1954 гг.
[7; 8]. Оценка прогностической способности проводилась на интервале 1955 -  1965 гг. Поскольку в 
действительности зависимая переменная представлена только реальной частью (ВНП), то при 
оценке параметров модели комплексных переменных было положено у ц = 0, ( = 1,..., N  .

Для нахождения параметров моделей действительных переменных был также применен 
метод наименьших квадратов, при этом для производственной функции Кобба-Дугласа сначала 
была проведена линеаризация. В результате были получены следующие модели:

, _1 1  1 л - 11 0.013-1 п^0.221 г0.779 , п 2 л о о л чо модель 1 =  1.1 • 1II • в К  Ь  ( л =  0 ,990 )

о модель 2 У — ~  1 2 4 4 9  +  0 . 1 0 4 * +  0 .6 1 7 -X ( Д 2 = 0 ,9 9 9 )

О модель з у г +  / • у { = ( - 4 4 7 4  - 1 • 4 2 0 1 ) +  (0 .2 8 7  -  /  • 0 . 105)(/Г  +  / • £ ) .
Модель 3 можно представить также в виде системы уравнений действительных переменных: 
(Уг = -4 4 7 4  + 0.287 К  + 0 .105-1  

{.у,. = -4 2 0 1  - 0 .1 0 5 -А: + 0 .2 8 7 -1 '

В комплекснозначной модели интерес представляет ошибка только действительной час
ти. Для оценки ошибки аппроксимации модели использована следующая формула:

Ошибка =
В Н П ф - В Н П м

В Н П м
где В Н П ф  -  фактическое значение ВНП, В Н П м -  модельное значение ВНП.

Средняя ошибка на интервале оценивания имеет значение в модели 2 2,0%, в модели 1 -  
2,1%, в модели 3 -  4%, т.е. линейная модель показывает наилучшую описательную способность 
(рис.1). Однако, на конце интервала оценивания (последние 10 лет) линейная модель ком
плексных переменных дает наименьшие ошибки, что позволило ожидать более точных прогно
зов по сравнению с другими моделями. Это подтвердилось расчетами (табл.1).

На протяжении всего периода прогнозирования комплекснозначная модель имеет сред
нюю ошибку прогнозирования меньше, чем две другие модели, а линейная модель действи
тельных переменных, являясь наиболее точной на первом этапе, полностью не оправдывает 
себя при прогнозировании.
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Рис. 1. Фактические и модельные данные на интервале оценивания

Таблица 1
Прогнозирование ВНП С Ш А ____________ ___ _____ ___ і

Год ВНП
модель
(1)

модель
(2)

модель
(3)

Абсолютная 
ошибка мо
дели (1)

Абсолютная 
ошибка мо
дели (2)

Абсолютная 
ошибка мо
дели (3)

1955 46 676 49 702 47 210 47 063 6,5% 1,1% 0,8%
1956 56 293 56 245 54 461 55 733 0,1% 3,3% 1,0%
1957 52 695 57 046 54 296 52 954 8,3% 3,0% 0,5%
1958 56 365 57 998 54 859 56 393 2,9% 2,7% 0,0%
1959 58 985 57 654 54 010 58 627 2,3% 8,4% 0,6%
1960 59 734 59211 54 995 59 886 0,9% 7,9% 0,3%
1961 58 698 54 036 48 540 55 111 7,9% 17,3% 6,1%
1962 62 084 58 930 52 939 57 510 5,1% 14,7% 7,4%
1963 71 285 65 974 59 871 64 318 7,5% 16,0% 9,8%
1964 74 284 65 588 58 999 66 384 11,7% 20,6% 10,6%
1965 75 481 68 915 61 581 68 354 8,7% 18,4% 9,4%

Средняя ошибка прогноза 5,6% 10,3% 4,2%

Отметим также, что, начиная с 7 года прогнозирования, наблюдается плавное увеличе
ние ошибки комплекснозначной линейной функции и скачкообразное изменение ошибки 
функции Кобба-Дугласа. Данный факт свидетельствует о возможности появлении внешнего 
фактора, повлиявшего на более быстрый рост ВНП, и комплекснозначная модель улавливает 
общую динамику, а кривая функции Кобба-Дугласа имеет свое, отличное от динамики реаль
ных данных, направление (рис. 2).
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Рис. 2. Фактические и модельные данные на интервале прогнозирования
Моделирование динамики макропоказателей Украины. Для апробации линейной ком

плекснозначной модели с двумя зависимыми переменными был проведен эксперимент по мо
делированию динамики конечного потребления и валового накопления (части ВВП), в зависи
мости от основного капитала и трудовых ресурсов:

у г + 1 - у .  =  ( о 0 +  / • Я !) +  (Ь0 +  /  • + 1 - К ) ,

у г -  расходы на конечное потребление, млн. грн.

У/ -  валовое накопление, млн. грн.

К -  основной капитал, млн. грн.
Ь  -  занятое население в возрасте 15-70 лет, тыс. чел.
Оценка параметров проводилась на интервале 2000-2007 гг. [9]. Применив метод наи

меньших квадратов, получили уравнение
^  + г • = -173081 -  / • 78292 + (0.140 -  / • 0.367)(£ + (■ К).
Модель дает следующие средние значения ошибки: для потребления (действительная 

часть зависимой переменной) -  5,3%, для накопления (мнимая часть зависимой переменной) -  
5,5%. Графически результаты представлены на рис. 3-4.

Рис. 3. Динамика конечного потребления (Украина)
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Рис. 4. Динамика валового накопления (Украина)

При построении двух независимых линейных моделей действительных переменных от
дельно для каждого показателя, т.е. для потребления и накопления, получились средние ошиб
ки 3,7% и 3,3% соответственно, т.е. на 1,6% и 2,1% меньше, чем в комплексном случае. Однако, 
как показывает эксперимент с моделью США, на основании этого нельзя делать однозначный 
вывод о более хорошей прогностической способности моделей.

Следует отметить важное проблемное свойство комплекснозначных моделей. При пере
мене местами факторов, соответствующих действительной и мнимой частям комплексных пе
ременных, меняются параметры модели, и их влияние на объясняемые переменные также ме
няется с точностью до знака. Это усиливает важность тщательного теоретического обоснования 
выбора факторов и характера их связи при построении модели.

К основным результатам проведенного исследования относится адаптация метода наи
меньших квадратов для оценки параметров модели комплексных переменных и применение ее 
для построения макроэкономической производственной функции. Численные эксперименты на 
статистических данных США и Украины и сравнительный анализ результатов разных моделей 
показали неплохие описательные и особенно прогностические свойства комплекснозначных 
моделей. К основным проблемным аспектам применения этих моделей относится содержатель
ная интерпретация и обоснование показателей, объединяемых в комплексную переменную. 
Нуждается в дальнейшей разработке и математический аппарат этого нового направления в 
эконометрическом моделировании.
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Анотація

ЗАСТОСУВАННЯ ФУНКЦІЙ КОМПЛЕКСНИХ ЗМІННИХ В 
ЕКОНОМЕТРИЧНОМУ МОДЕЛЮВАННІ 

Меркулова Т.В., д.е.н., доцент 
Харківський національний університет імені В.Н. Каразіна 

Приходько A.I., аспірант
Інститут проблем машинобудування імені А.М. Підгорного НАН України, м. Харків

Розглянуто можливості побудови та використання лінійних економетричних моделей 
комплексних змінних. На основі адаптації метода найменших квадратів проведено оцінку 
параметрів цих моделей на макроекономічних даних США та України, представлено висновки 
порівняльного аналізу результатів моделювання за допомогою функцій дійсних та комплексних 
змінних. Відзначено основні проблеми, що виникають при використанні моделей комплексних 
змінних та потребують подальшого вивчення та економічної інтерпретації.

Ключові слова: економічна модель, функції дійсних змінних, функції комплексних 
змінних, метод найменших квадратів, оцінка параметрів, помилка апроксимації.

Summary

FUNCTIONS OF COMPLEX VARIABLES USING IN ECONOMETRIC MODELING
Merkulova T.V., Ph.D., docent 

V.N. Karazin Kharkiv National Universit 
Prikhodko A.I., post-graduate student 

A.M. Pidhomy Institute for Mechanical Engineering Problems, Kharkiv

The potential of construction and use linear econometric models of complex variables was con
sidered. On basis of adaptation of the method of least squares the parameters estimation of these 
models was carried out on national measures data of USA and Ukraine, the conclusions of 
comparative analysis of modeling by the instrumentality of functions of real and complex variables 
were presented. Main problems, which appear using models of complex variables and need further 
inquiry and economics interpretation, were noted.
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