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Математическая модель течения в мелководной акватории   

Д. И. Черний 
Институт телекоммуникаций и глобального информационного пространства НАН 

Украины 

Киевский национальный университет им. Т.Г.Шевченко, Украина  

Рассматривается  течения в мелководной акватории. Акватория представлена в 

виде плоского канала со сложной формой границ (берегов). Глубина канала 

считается малой. Течение предполагается вязким и слоисиым. Модель оснвана 

на аналитическом решении уравнений Навье-Стокса для частного случая 

слоистого течения (для которого течение  Хил-Шоу является придельным 

случаем) с учетом конвективных слагаемых и нестационарности. Задача 

сводится к определению течения между ограничивающими подвижными 

поверхностями  с заданным распределением параметров. 

Ключевые слова: Сингулярные интегральные уравнения, математическая модель, 

течение. 

Розглядається течії в мілководній акваторії. Акваторія представлена у вигляді 

плоского каналу зі складною формою кордонів (берегів). Глибина каналу 

вважається малою. Течія передбачається в'язкою та шаруватою. Модель 

заснована на аналітичному рішенні рівнянь Нав'є-Стокса для окремого випадку 

шаруватї течії (для якогї течія  Хіл-Шоу є частковим випадком) з урахуванням 

конвективних доданків і нестаціонарності. Завдання зводиться до визначення 

течії між обмежують рухливими поверхнями із заданим розподілом параметрів 

Ключові слова: Сингулярні інтегральні рівняння, математична модель, течія. 

The flow in the shallow water area. The water area is represented in the form of a flat 

channel with a complex shape boundaries (coasts). The depth of the channel is 

considered to be low. Over the estimated viscous and layered. The model is based on 

an analytical solution of the Navier-Stokes equations for the particular case of the 

layered flow (for which for the Hele-Shaw is pridelnyh case), taking into account the 

convective terms and unsteadiness. The problem is reduced to the determination of the 

flow between the movable limiting surface with a given distribution of the parameters. 

Key words: Singular integral equations, mathematical model, flow. 
 

1 Введение 

Наибольшую потребность в прогнозе эволюции таких процессов, как 

распространение загрязнений в атмосфере и массоперенос (с учетом 

загрязнений) в ограниченных акваториях под воздействием изменяющихся 

гидрологических и атмосферных условий испытывают службы, призванные 

оперативно предупреждать развитие природных и техногенных катастроф и 

уменьшать/предотвращать их воздействие  на окружающую среду. 

Инструментом для прогнозирования эволюции широкого спектра процессов в 

области гидрологии, метеорологии, экологии и геодинамики являются 

компьютерные системы. Эффективность системы прогнозирования 

определяется эффективностью используемых математических моделей. 

Построение математических моделей гидрологических процессов в 

акваториях на основе 3D уравнений Навье-Стокса [5] сопряжено с 

математическими проблемами, вычислительными трудностями и 

значительными затратами машинного времени для самого процесса 
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моделирования. Это при том, что наиболее важным фактором для обеспечения 

оперативного реагирования является минимизация времени для определения 

тенденций развития посткатострофического процесса (время на моделирование, 

время на рассмотрение возможных «сценариев» развития процессов и принятие 

решений). Именно оперативность является необходимым условием для 

обеспечения возможных упреждающих и спасательных мероприятий. Причем, в 

подавляющем большинстве случаев, достаточной информацией является 

структура поверхностных течений (визуально контролируемых процессов), либо 

осредненных по глубине (по толщине слоя, расходных) характеристик течений. 

Использование упрощенных математических моделей (без существенных 

потерь адекватности) для компьютерных систем уменьшит время экспресс 

прогнозирования, что повысит оперативность принятия решения спасательными 

службами при оптимизации действий, направленных на локализацию и 

ликвидацию последствий техногенных катастроф. 

Целью работы является расширение применимости метода дискретных 

особенностей на спектр гидрологических (русловых задач) путем построения 

анизотропно-вязкой (точнее, «стратифицировано идеальной») модели потока 

жидкости, для которой возможно применение теории потенциала, а значит и 

метода дискретных особенностей.  

 

2 Постановка проблемы 

Рассматривается течение (в плоском канале с криволинейной боковой 

границей)  вязкой несжимаемой жидкости, которое  описываются уравнениями 

Навье-Стокса:  
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Рис.1 

Фото течения в 

акватории   

Рис.2  

Схема течения в слое 

Рис.3 

Схема течения в 

плоском в канале 

 

Предполагается, что течение в канале является слоистым (Рис.2, компонента  

скорости перпендикулярная плоскости OXY  полагается равной  нулю: 

0),,,( tzyxw ), а для компонент скорости ),,,( tzyxu и ),,,( tzyxv  при любых  z и 
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t существует непрерывно дифференцируемая функция  ),,,( tzyx    такая,  

что справедливо: 

),,,(),,,( tzyx
x

tzyxu 
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y
tzyxv 




 ,  0),,,( tzyxw .   (3) 

Тогда для уравнения Навье-Стокса (1), с учетом уравнения неразрывности (2), 

получается интегральное представление вида 
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Что позволяет сформулировать начально-краевые задачи для нахождения  

функции ),,,( tzyx   и  
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. 

Последнее слагаемое в правой части (4) может трактоваться как вклад 

«вязкой анизотропии» течения с существующим потенциалом для каждого 

отдельного слоя «идеальной жидкости». Проблема состоит в нахождении  

решения для такого течения. 

 

3. «Расщепление течений» для «анизотропно-вязкой» жидкости. 

Для «анизотропно-вязкого» течения возможны постановки задач в терминах  

z,t (x,y – являются параметрами): 

 

Задача1 (для ),,,( tzyx   ) 
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С краевыми условиями на граничных слоях (при hz ;0 ):       

),,(),0,,( 0 tyxtyx  ,                                                 (6) 

),,(),,,( tyxthyx h ,                                                 (7) 

И с начальными условиями, при 0t :         

),,()0,,,( zyxzyx  .                                               ( 8) 

 

Задача2  (для  ),,,( tzyxV


): 
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С краевыми условиями на граничных слоях (при hz ;0 ):  

),,(),0,,(),( 00
tyxVtyxvu xyz




 ,                                     (10) 
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),,(),,,(),( tyxVthyxvu hxyhz
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и с начальными условиями, при 0t :   

),,()0,,,( zyxVzyxV


 .                                          (12) 

Решение любой из задач (5)-(8) или (9)-(12) в переменных (z,t), определяет   и 

V


 как функции координаты z (т. е., по толщине слоя, Рис.2,) и времени t. Эти 

решения можно получить методом разделения переменных (методом Фурье) при 

уже заданных значениях функций   и V


 (в виде 0 , h , 0V , hV


) на 

граничных слоях (6),(7) и (10),(11). Зависимости от x и y считаются 

"замороженными". 

 

4. Завершение построения математической модели, которая позволит 

использовать метод дискретных особенностей для численного моделирования на 

компьютере 

Для «анизотропно идеальной», т.е. для послойной  моделей  течения  

«идеальной  жидкости»  необходимая  информация о  , V


, 0 , h , 0V , hV


 

может быть получена  из решения задачи о течении  «идеальной жидкости»  в  

слое – в плоском канале (Рис. 3),   задачи  для определения функции 

),,,( tzyx  , как функции от переменных х у, (при  фиксированном  

параметре z):  

Задача 3 (для ),,,( tzyx   и V


, при  фиксированном  параметре z):   
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Краевая задача (13)-(18), с  условиями  Неймана (14),-(16) и  Дирихле (17) на 

разных ее частях, является (нелинейной) задачей  со свободной (подвижной (16), 

(17)) границей. 

Разыскивается ее решение, которое определено в классе функцій: 
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   .                                                    (19) 

Решение математической задачи (13)-(19)  для  эллиптического уравнения в  

деформирующейся  области  с частично неизвестными границами и 

нестационарными,  смешанными краевыми условиями,  в пространственно-

двумерном случае  имеет (в качестве математической модели) интегральное 

представление (в терминах комплексной переменной іyxz   и аппарата 

аналитических функций). Такая математическая модель, при заданных 

значениях подинтегральных функций ),( tf   и заданных  форме, 

взаиморасположении и законе изменения границ )(tLd  и )(tLv  определяет 

численные значения  неизвестных функцій  и V
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Интегральные представления на ограниченном контуре 
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 рассматриваются в смысле главного значения. 

Для определения значений ),( tf   и их изменения на подвижных границах 

)(tLd , )(tLv  уравнения (20),(21) требуют ещё, чтобы удовлетворялись 

интегральные соотношения (22), полученные из краевых условий (14),(15), а 

также следующее за ними  уравнение (23), роль которого аналогична краевым 

условиям (16),(17): 
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Задача  (22),(23) может быть решена численно (например, МДО- методом 

дискретних особенностей [3,4]), для чего производится разбиение  кусочно-

гладкой границы  на совокупность граничных элементов j
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В силу того, что  для точки z,   вне покрытия границы j
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В силу чего справедливо 

Утверждение[6]: 

Пусть аналитическая  по z функция  допускает одно из  интегральных 

представлений вида (25)-(27), где функция f определена  и непрерывна на 

конечной жордановой кривой L , тогда для minmin: 
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M (число), 0, EE  (согласованное разбиение кривой L ), что справедливы 

оценки: 
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При выполнении условий  (31)-(33) допускается замена интегральных  

представлений (20)-(21) квадратурными, что является в плоском случае основой 

для МДО-метода дискретных особенностей[1,3,4,6-8]: 
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5.Результаты моделирования 
Ниже представлены результаты численного моделирования, лабораторного 

эксперимента  и спутниковые фото Керченского пролива (Рис.4-Рис.7).  

 

  
Рис.4. 

Математическое моделирование  

мгновенного поля скоростей 

Рис.5. 

Математическое моделирование 

распространения загрязнений в 

Керченском проливе. 
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Рис.6.  

Лабораторный експеримент. 

Визуалилация течения в Керченском 

проливе 

Рис.7. 

Фото со спутника. Распространение 

загрязнений в Керченском проливе (11-12. 

2007) 

 

6.Заключение  

Приведенные результаты  моделирования (Рис.4, Рис 5), в целом, отображают 

достаточно хорошее соответствие по доминирующим  течениям  и проявлениям 

циркуляции потоков с результатами экспериментов (Рис.6, Рис 7).  

Хорошее соответствие следует понимать в смысле визуально 

контролируемых  течений в слое, либо визуально контролируемых осредненных 

по глубине (по толщине слоя, расходных) характеристик течений. 

Данные результаты  хорошо согласуются  с  положениями  H.S. Hele-Shaw  

[8] (правда, сделанном для  медленных и стационарных течений) о том, что  для 

осредненного по толщине слоя   течения   справедливо предположение о  

«потенциальном» решении.  

Результаты моделирования демонстрируют, что для нестационарного 

слоистого течения в трехмерной области  между двумя плоскими 

параллельными  границами (для  задачи  о слоистом течении в плоском 

криволинейном канале) в переменных tz ,,  (где для ),,( tz   комплексная 

іyx  , а z является параметром толщины слоя) может быть использована    

математическая модель,  которая  имеет  как интегральное представление  
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так и квадратурное (на основе метода дискретных особенностей [3,4]): 
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где 

 dtftz
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d

L
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dd Mj ,1     )(,1 tNj vv  .  (40) 

Причем, по переменным tz,  представления (36)-(40) должны удовлетворять 

решениям  задач 1 и 2. 
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