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Плоска термопружна деформація багатошарової плити 

з пружними зв’язками між шарами 
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Розв’язано плоску стаціонарну задачу термопружності для багатошарової плити з пружними зв’язками між шарами. 

Для розв’язання задачі використано одномірне інтегральне перетворення Фур’є та метод функцій податливості. У 

матричній формі побудовано рекурентні співвідношення для функцій податливості плити, які враховують вплив 

температури та наявність пружних зв’язків між шарами. Для двошарової плити, що знаходиться під дією теплових 

навантажень, проаналізовано влив коефіцієнтів пружних зв’язків, коефіцієнтів теплового розширення та 

теплопловідності шарів на розподіл нормальних та дотичних напружень на стику шарів двошарової плити. 

Ключові слова: багатошарова плита, пружні зв’язки, інтегральне перетворення Фур’є, функція податливості, 

напруження, температура. 

The method of the solution of the stationary plane thermoelastic problem of a multilayer plate with elastic links between its 

layers is proposed. It is assumed that tangential (normal) elastic links between two neighboring layers exist if the difference 

between the horizontal (vertical) displacements of points of the upper boundary of the lower layer and of the corresponding 

points of the lower boundary of the upper layer are proportional to the tangential (normal) stresses on their boundary. It is 

assumed that the conditions of perfect thermal contact are satisfied on their common boundaries. The technique is based on a 

compliance functions method and a Fourier transformation method. The Fourier transforms of displacements, stresses, and 

functions used to describe temperature and flow at the points of a layer can be represented in the form of linear combinations 

of the auxiliary functions. The auxiliary functions are connected with the Fourier transforms of displacements, stresses, and 

functions used to describe temperature and flow at the points of the upper boundary of the corresponding layer. For considered 

problem six auxiliary functions can be found from boundary conditions. Using the conditions on the common boundaries of the 

layers and the boundary conditions the recurrent formulas for finding other auxiliary functions are constructed. We’ve proved 

that the auxiliary functions are dependent. This dependence can be represented in the matrix form using so-called compliance 

functions. We’ve constructed the recurrence relations for the compliance functions of the termoelastic plate. The algorithm for 

solving the problem is formulated. For a two-layer plate subjected to the action of thermal load the influence of the coefficients 

of elastic links, the coefficients of thermal expansion and the coefficients of thermal conductivity on the distribution of the 

normal stresses and the tangential stresses on its common boundary is investigated. The proposed method allows analyzing the 

influence of the mechanical and temperature characteristics of the layers on the distribution of stresses and displacements in 

the layers of the plate with any finite number of the layers. 

Keywords: multilayer plate, elastic links, Fourier transformation, compliance function, stress, temperature. 

 

1 Вступ 

Багато інженерних об’єктів знаходяться в умовах значних силових та теплових навантажень, 

тому при розрахунках на міцність їх елементів варто враховувати дію обох вище зазначених 

типів навантажень. Дослідженню напружено-деформованого стану багатошарових основ, плит, 

пластин, з урахуванням дії теплових навантажень, присвячена значна кількість робіт вітчизняних 

та зарубіжних учених [1–10]. У вказаних статтях автори вважають, що контакт між шарами 

ідеальний, це не завжди відповідає реальній фізичній картині, оскільки між ними може бути 

присутній деякий проміжний шар. Моделювати його наявність можна, наприклад, за допомогою 

пружних зв’язків, методом запропонованим у [11]. У праці [12] асимптотичним методом 

знайдено розв’язок плоскої задачі термопружності для тришарової смуги скінченої довжини при 

різних типах контакту між смугами. Цим же методом розв’язано задачі теплопровідності та 

термопружності для двошарової пластини у [13]. В рамках моделі [11] розв’язано задачі про дію 

нестаціонарного навантаження на двошарову циліндричну оболонку [14] та двошарову пластину 

кінцевих розмірів [15]. У [16] та [17] метод функцій податливості розповсюджено на задачу про 

плоску деформацію багатошарової плити з пружними зв’язками між шарами без урахування дії 

теплових навантажень та задачу про плоску термопружну деформацію багатошарової плити з 

пружними зв’язками між шарами, яка пружно зчеплена з абсолютно жорсткою півплощиною. 

У даній статті, з використанням одномірного інтегрального перетворення Фур’є та 

модифікації методу функцій податливості, пропонується спосіб розв’язання плоскої задачі 

термопружності для багатошарової плити з пружними зв’язками між шарами. Вважатимемо, що 

між двома сусідніми шарами є дотичні (нормальні) пружні зв’язки, якщо різниці горизонтальних 
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(вертикальних) переміщень точок верхньої межі нижнього шару та відповідних точок нижньої 

межі верхнього шару пропорційні дотичним (нормальним) напруженням на їх спільній межі. 

 

2 Постановка задачі 

Розглянемо багатошарову плиту, яка знаходиться в умовах плоскої термопружної деформації. 

Плиту моделюватимемо пакетом, який складається з n  пружних невагомих шарів. Кожен шар 

характеризуватимемо товщиною kh  та двома пружними характеристиками k , k  (коефіцієнти 

Ламе), коефіцієнтом теплопровідності kTk  та приведеним коефіцієнтом теплового розширення 
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 , де kT

~  – коефіцієнт теплового розширення матеріалу, nk ,1 . Між 

шарами плити є пружні зв’язки. Вважатимемо, що на спільних межах шарів виконуються умови 

ідеального теплового контакту. На верхній та нижній межах плити відомі напруження та 

температура. Необхідно знайти напруження, переміщення та температуру для всіх точок плити. 

Нумерацію шарів будемо проводити зверху вниз, починаючи з одиниці. Усі величини, які 

відносяться до k -го шару, будемо позначати нижнім індексом k  (якщо це не призводитимеме 

до неоднозначності, то індекси опускатимемо). У кожному шарі введемо локальну декартову 

систему координат kkk zxO  з початком на верхній межі шару: осі kk zO  всіх систем координат 

співпадають та направлені вглиб відповідного шару, всі осі kk xO  паралельні осі 11xO  та 

співпадають з межами відповідних шарів (рис. 2.1). 

 

Рис.2.1 Багатошарова плита 

 

 

Крайові умови задачі: 

    xxz  0,1 ,    xxxz  0,1 ,    xfxT 0,1 , (2.1) 

    xhx nnz  ~,  ,    xhx nnxz  ~,  ,    xfhxT nn
~

,  , (2.2) 

де  x ,  x~ ,  x ,  x~ ,  xf ,  xf
~

 – відомі функції. 

Умови на спільних межах шарів: 

    kkzkz hxx ,0,1   ,      kkzkkkk hxrhxwxw ,,0,1  , (2.3) 

      kkxzkkkk hxmhxuxu ,,0,1  ,    kkxzkxz hxx ,0,1   , (2.4) 
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де 0km , 0kr  – дотичні та нормальні коефіцієнти пружних зв’язків відповідно,  zxTk ,  – 

температура,  zxuk , ,  zxwk ,  – переміщення в напрямах осей kk xO  та kk zO  відповідно. 

 

 

 

2x  

3x  

1z  

1x  
1O  

2O  

3O  

nO  
nx  

2z  

3z  

nz  



6 Серія «Математичне моделювання. Інформаційні технології. Автоматизовані системи управління», випуск 3 9 

 

3 Метод розв’язання 

Задача зводиться до розв’язання системи диференційних рівнянь для кожного з шарів плити 

[18]: 
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Закон Дюамеля-Неймана, який пов’язує між собою напруження, деформації та температуру 

[18]: 

     TαTzxx
~232   , xzxz   ,     TαTxzz

~232   .  

Вважатимемо, що всі напруження та переміщення задовольняють умовам існування 

одномірного інтегрального перетворення Фур’є по змінній x  (для будь-якого z ): 

    




 dxex xi ,    




 


  dex xi

2

1
. (3.1) 

Для кожного шару введемо шість допоміжних функцій, які пов’язані з трансформантами 

напружень і переміщень на верхній межі шару та трансформантами функцій, які описують 

температуру та потік на цій межі: 

  0, z ,  0, W ,  0, S ,  0,


 xz
p

i
 , (3.2) 

  0, T ,  0,
1


dz

Td

p
 , (3.3) 

де    ,,, zuizS       zwpzW ,,   , ||p . 

У просторі трансформант переміщення, напруження та функції, які описують температуру та 

потік у точках шару, можна представити у вигляді лінійних комбінацій його допоміжних 

функцій [10]: 

         pzpzpzpzpzpzpzpzzz sh2chsh2chsh,   

      pzpzpzαpzpzαpzpzpz TT chshshchsh1  , (3.4) 

         


pzpzpzpzpzpzpzpzz
p

i
xz chsh2sh2chsh1,   

      pzpzαpzpzpzαpzpzpz TT shchshchsh  , (3.5) 

          pzpzpzpzpzpzpzpzzS chsh2chsh12sh,2   

      pzpzpzαpzpzαpzpzpz TT chshshchsh2  , (3.6) 

           pzpzpzpzpzpzpzW sh12chsh2chsh 2z,2    

     pzpzαpzpzpzαpzpzpzpz TT shchshshch  , (3.7) 

            pzpzpzpzpzpzpzpzpzzx ch2sh2chsh2ch12sh,   

        pzpzpzαpzpzpzαpzpzpz TT chshch2shchsh1  . (3.8) 

       pzpzzT shch,   . (3.9) 
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Розв’язання сформульованої задачі зводиться до знаходження шести допоміжних функцій 

(3.2), (3.3) для кожного шару плити. 

Спочатку побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують допоміжні функції k , k  

сусідніх шарів плити. Застосуємо до співвідношень (2.5) пряме інтегральне перетворення Фур’є 

та формули (3.3), (3.9), отримаємо: 

 kkkkk SC  1 ,  kkkkkk CS  1 , 1,1  nk , (3.10) 

де kk pS sh , kk pC ch , kk php  , 
1


kT

kT
k

k

k
. 

Покажемо, що функції k  та k  лінійно залежні. Уведемо фіктивний шар з номером 1n , 

вважаючи, що на спільній межі n -го та  1n -го шарів виконуються умови ідеального 

теплового контакту, тобто    nnn hxTxT ,0,1  . Запишемо ці умови в просторі трансформант 

Фур’є та застосуємо до них формули (3.3) та (3.9): 

    nnn hTT ,0,1   ,  

 nnnnn SC  1 , 1
1

 n
n

nnn
S

cthp  , (3.11) 

де   fn
~

1  . 

Виразимо функції n  та n  через функції 1n  та 1n  за формулами (3.10) і підставимо 

отримані вирази в останню формулу: 
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Аналогічно можна виразити 1n , 1n  через 2n , 2n  та отримати формулу, яка пов’язує 

2n  та 2n . Виконуючи аналогічні перетворення можна отримати залежність між k  та k . 

Вона має вигляд 

 1 nkkkk FD  , nk ,1 , (3.12) 

де функції kD , kF  – функції податливості термопружної плити за термінологією [10]. 

Поклавши в (3.12) nk   та прирівнявши коефіцієнти при n  та 1n  в отриманій рівності та 

в рівності (3.11), отримаємо: 

 nn pD cth , 
n

n
S

F
1

 . (3.13) 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують між собою функції kD , kF  

( 1,1  nk ) сусідніх шарів плити. З одного боку, зі співвідношень (3.12) отримуємо: 

     111111   nkkkkkkkkkkk FSDFDSDCD  .  

З іншого боку, застосувавши до другого співвідношення (3.10) формулу (3.12), маємо: 

   11   nkkkkkkkkk FCDCS  .  

Прирівнюємо коефіцієнти при k  та 1n  в двох останніх рівностях та виражаємо kD , kF  

через 1kD , 1kF , отримуємо: 
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Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують між собою допоміжні функції k , k , 

k , k  сусідніх шарів плити. Запишемо умови (2.3), (2.4) у просторі трансформант Фур’є та 

застосуємо до них формули (3.2), (3.4)–(3.7) та (3.12): 

 1141312111   nkkkkkkkk MMMM  , (3.15) 

      kkkkkkk MNMMNM  122211211   

     114241323  nkkkkk NMMNMM  , (3.16) 
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, 1,1  nk . 

Уведемо фіктивний шар з номером 1n . Запишемо умови на спільній межі n -го та 1n -го 

шарів, вважаючи, що контакт між цими шарами ідеальний: 

    nnznz hxx ,0,1   ,    nnxznxz hxx ,0,1   .  

Застосуємо до останніх співвідношень пряме інтегральне перетворення Фур’є та 

співвідношення (3.2), (3.4), (3.5), отримаємо: 

 1141312111   nnnnnnnnn MMMM  ,  

де    
t

n
p

i








 


 ~,~
1 . 

Використовуючи формули (3.15), (3.16) та (3.12), виразимо вектор 1n  через вектори 1n , 

1n  та функції 1n , 1n : 

   1141312111 nnnnnnnnn MMMM    

      11111211211111 nnnnnn MNMMMM    

      11121221211211 nnnnnn MNMMMM    

        1111131131231211311 nnnnnnnnnn SDСMNMMMMM    

   1141113   nnnnn MFSM  .  

Виконуючи аналогічні перетворення з останнім виразом, можна виразити вектор 1n  через 

вектори k  і k  та функції k , 1n . Із вище наведеного випливає, що вектор 1n  є лінійною 

комбінацією векторів k  та k  та функцій k , 1n . Отже, вектор k  можна представити у 

вигляді лінійної комбінації векторів k , 1n  та функцій k , 1n : 
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 11   nkkknkkkk LKBA  . (3.17) 

Матриці kA , kB , kK  та kL  називатимемо матрицями податливості багатошарової плити. 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують матриці податливості сусідніх плит. 

Спочатку знайдемо матриці податливості для n -го шару плити. Запишемо співвідношення (3.17) 

для шару з номером n : 

 11   nnnnnnnnn LKBA  .  

Покладемо у формулі (3.15) nk   та виразимо n : 

 114
1

1213
1

121
1

1211
1

12 



  nnnnnnnnnnnn MMMMMMM  .  

Прирівнявши коефіцієнти при n , 1n , n  та 1n  в двох останніх співвідношеннях, 

отримаємо: 

 nnn MMA 11
1

12
 , 1

12
 nn MB , nnn MMK 13

1
12
 , nnn MML 14

1
12
 . (3.18) 

Побудуємо рекурентні формули, які пов’язують матриці kA , kB , kK  та kL  сусідніх шарів 

плити при 1,1  nk . Обчислимо 1k  двома способами. З одного боку, з формул (3.17), (3.10), 

(3.12) та (3.15): 

       11121121111 nkkkkkkkkkk BBMAAMMA    

      kkkkkkkkkk DSСKMAKMA 1131121 .  

З іншого боку, з формул (3.16) та (3.17): 

        11222122211211 nkkkkkkkkkk BMNMAMNMMNM    

   111141121   nkkkkkkkkk LFSKMALMA  ,  

     kkkkkk NMMKMNM 13231222   

    114241222  nkkkkk NMMLMNM  .  

Прирівнюємо коефіцієнти при k , 1n , k , 1n  в двох останніх виразах та виражаємо з 

отриманих рівностей kA , kB , kK  та kL : 

    kkkkkkkkk MAMNMNMMMAA 1111121
1

1222121 


  , (3.19) 

   1
1

1222121 


  kkkkkk BMNMMAB , (3.20) 

     kkkkkkkkkkkkk SDСKMAMNMMNMMAK  


 11311323
1

1222121 , (3.21) 

    111411424
1

1222121 


  kkkkkkkkkkkkk LFSKMAMNMMNMMAL . (3.22) 

Користуючись співвідношеннями (3.14), (3.19)–(3.22), можна послідовно знайти функції 

податливості всіх шарів плити, починаючи з функцій податливості n -го шару, які обчислюються 

за формулами (3.13), (3.18). 

Із крайових умов знаходимо допоміжні функції 1 , 1 , 1  та 1n , 1n , 1n . Решту 

допоміжних функцій знаходимо за формулами (3.12), (3.15) та (3.16). Підставляємо отримані 

допоміжні функції для k -го шару плити в формули (3.4)–(3.9) та застосовуємо до них обернене 

перетворення Фур’є, отримуємо шукані компоненти напружено-деформованого стану цього 

шару. 

Зазначимо, що при відсутності теплових навантажень отримані формули з точністю до 

позначень співпадають з формулами побудованими в [16]. 
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4 Чисельні результати 

Чисельні розрахунки проведено для двошарової плити з такими характеристиками шарів: 

hhh  21 , 5,021  , 8.021  . За крайових умов    









,,0

,,
,0,

0
221

hx

hxT
hxTxT  

    0,0, 221  hxx zz  ,     0,0, 221  hxx xzxz   знайдено нормальні (рис. 4.1а) та дотичні 

(рис. 4.1б) напруження вздовж спільної межі двошарової плити для різних відношень 

коефіцієнтів теплового розширення шарів 21
~

TT   при 1 . За крайових умов: 

 









,,0

,,
0,

0
1

hx

hxT
xT   










,,0

,,1.0
,

0
22

hx

hxT
hxT      0,0, 221  hxx zz  ,     0,0, 221  hxx xzxz   

знайдено нормальні (рис. 4.2а) та дотичні (рис. 4.2б) напруження вздовж спільної межі 

двошарової плити для різних відношень коефіцієнтів теплового розширення шарів 

21
~

TT  , 1 . На рис. 4.3 наведено аналогічні графіки для різних відношень коефіцієнтів 

теплопровідності шарів 21 TT kk  при 1
~

21  TT  . На рис. 4.1–4.3 крива 1 відповідає 

значенням коефіцієнтів пружних зв’язків 0 rm  (ідеальний контакт), крива 2 – 0m  і 1r , 

крива 3 – 1m  і 0r ; крива 4 – 1 rm . 

Аналіз графіків розподілу нормальних та дотичних напружень дозволяє зробити такі 

висновки: 

1) наявність пружних зв’язків між шарами плити призводить до зменшення напружень на 

стику шарів плити у порівнянні з ідеальним контактом; 

2) для плити, на верхній межі якої температурні навантаження більші ніж на нижній, 

наявність нормальних пружних зв’язків більш суттєво впливає на розподіл нормальних 

напружень на спільній межі шарів, а наявність дотичних пружних зв’язків – на розподіл 

дотичних напружень; 

3) збільшення коефіцієнта теплового розширення нижнього шару більш суттєво впливає на 

розподіл напружень  hxz ,1  та  hxxz ,1 , у порівнянні зі збільшенням цього коефіцієнта для 

верхнього шару; 

4) температурне навантаження не викликає напружень у точках плити, шари якої мають 

однакові коефіцієнти теплового розширення та теплопровідності. 

 

 
а     б 

Рис.4.1 Нормальні    1011 ,10  Thx Tz  та дотичні    1011 ,10  Thx Txz  напруження на спільній 

межі шарів двошарової плити 
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Рис.4.2 Нормальні    1011 ,10  Thx Tz  та дотичні    1011 ,10  Thx Txz  напруження на спільній 

межі шарів двошарової плити 
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Рис.4.3 Нормальні    1011 ,10  Thx Tz  та дотичні    1011 ,10  Thx Txz  напруження на спільній 

межі шарів двошарової плити 

 

5 Висновки 

Запропоновано спосіб визначення напружено-деформованого стану багатошарової плити з 

пружними зв’язками, що перебуває під дією теплових та силових навантажень. У просторі 

транформант Фур’є в матричній формі побудовано рекурентні співвідношення, які пов’язуть 

допоміжні функції сусідніх шарів, через які виражаються трансформанти напружень та 

переміщень шарів, та рекурентні співвідношення між функціями податливості сусідніх шарів 

плити. Проведено чисельні розрахунки для двошарової плити при різних видах теплових 

навантажень на верхній та нижній межах плити. 

Запропонований спосіб визначення напружено-деформованого стану багатошарових плит з 

пружними зв’язками між шарами дозволяє провести детальний аналіз впливу механічних та 

температурних характеристик шарів на розподіл напружень і переміщень у шарах плити з 

пружними зв’язками між ними з будь-якою скінченою кількістю шарів. 
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