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Для моделi твердих куль побудовано наближенi бiмодальнi розв’язки
iнтегро-диференцiального рiвняння Больцмана у випадку, коли
максвелiвськi моди є гвинтовими з рiзними ступенями мализни їх
кутових швидкостей. Здобуто деякi достатнi умови для мiнiмiзацiї
iнтегрального вiдхилу мiж частинами рiвняння Больцмана.
Ключовi слова: рiвняння Больцмана, iнтегральний вiдхил, асиметричнi
гвинти.

Сазонова Е. С. Асимметричные винтовые потоки,
минимизирующие интегральное отклонение между частями
уравнения Больцмана. Для модели твердых сфер построены
приближенные бимодальные решения интегро-дифференциального
уравнения Больцмана в случае, когда максвелловские моды являются
винтовыми с разными степенями малости их угловых скоростей.
Получены некоторые достаточные условия для минимизации
интегральной невязки между частями уравнения Больцмана.
Ключевые слова: уравнение Больцмана, интегральная невязка,
асимметричные винты.
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Approximate bimodal solutions for the integro-differential Boltzmann equa-
tion for the model of hard spheres are built in the case when the Maxwellian
modes are screws with different degrees of infnite-simality of their angular
velocities. Some suffcient conditions to minimization of integral remainder
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1. ВСТУП

Для описання поведiнки достатньо розрiдженого газу використовується
кiнетичне рiвняння Больцмана. У випадку газу з твердих куль воно має
вигляд [1]:

D(f) = Q(f, f), (1)

D(f) =
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
, (2)

Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα |(v − v1, α)| [f(t, v′1, x)f(t, v′, x)−

− f(t, v1, x)f(t, v, x)],

(3)

де f = f(t, v, x) — функцiя розподiлу молекул, яка шукається; t ∈ R1 — час;
x = (x1, x2, x3) — координата молекули в R3; v = (v1, v2, v3) — її швидкiсть;
d > 0 — дiаметр; ∂f

∂x — просторовий градiєнт функцiї f (або просто f ′).
Вектор α належить одиничнiй сферi Σ ⊂ R3, а v, v1 — швидкостi молекул
до зiткнення, а v′, v′1 — пiсля зiткнення, причому

v′ = v − α(v − v1, α), v′1 = v + α(v − v1, α). (4)

Добре вiдомими точними розв’язками рiвняння (1)–(4) є максвелiани
(глобальнi та локальнi) [1–4]. Iншi точнi розв’язки отримано тiльки для
випадку максвелiвських молекул та деяких його узагальнень.

В роботах [5–10] розглянуто бiмодальнi розподiли (лiнiйнi комбiнацiї
двох максвелiанiв), зокрема максвелiани спецiального виду, що описують
стацiонарнi рiвноважнi стани газу, подiбнi гвинтам. Такi максвелiани мають
вигляд [1, 8–10]:

M(v, x) = ρ0e
βω2r2

(
β

π

) 3
2

e−β(v−v−[ω×x])2 . (5)

З фiзичної точки зору розподiл (5) описує обертання газу як цiлого з
кутовою швидкiстю ω ∈ R3 навколо осi, що проходить через точку

x0 =
[ω × v]

ω2
, (6)

де x0 ∈ R3, а β = 1/2T — обернена температура,

r2 =
1

ω2
[ω × (x− x0)]2 (7)

— квадрат вiдстанi до осi обертання, а

ρ = ρ0e
βω2r2 (8)
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— густина газу (ρ0 — густина на осi обертання, при r = 0), v ∈ R3 — лiнiйна
масова швидкiсть в точках x, для яких x||ω, а v+ [ω×x] — масова швидкiсть
в довiльнiй точцi x. Формула (5) крiм обертального задає й поступальний
рух вздовж осi обертання, що має наступну лiнiйну швидкiсть

(ω, v)

ω2
ω.

Таким чином, вона дiйсно описує гвинтоподiбний рух газу в цiлому, причому
цей розподiл є стацiонарним (не залежить вiд t), але неоднорiдним.

Як i в роботах [8–10] ми будемо розглядати неоднорiдну, нестацiонарну
лiнiйну комбiнацiю двох максвелiанiв, а саме розподiл

f = ϕ1M1 + ϕ2M2 =
2∑

k=1

ϕi(t, x)Mi(v, x), (9)

Mi(v, x) = ρie
βiω

2
i r

2
i

(
βi
π

) 3
2

e−βi(v−ṽi)
2
, (10)

ṽi = ṽi(x) = vi + [ωi × x], i = 1, 2. (11)

Передбачається, що коефiцiєнтнi функцiї ϕi, i = 1, 2 є невiд’ємними та
належать C1(R4). Потрiбно знайти такi функцiї ϕi й таку поведiнку всiх
параметрiв, щоб iнтегральний вiдхил [11] прямував при цьому до нуля. Такий
вiдхил має вигляд:

∆1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv. (12)

Коефiцiєнтнi функцiї ϕi будемо шукати у виглядi

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βiω
2
i r

2
i , i = 1, 2, (13)

а кутовi швидкостi при цьму будуть дорiвнювати

ωi =
ω0isi

βkii
, i = 1, 2, (14)

де si > 0 — сталi величини, ω0i — довiльнi фiксованi вектори, ki > 0, i = 1, 2
(iншi параметри теж довiльнi i фiксованi).

Деякi наближенi розв’язки даного вигляду, для яких максвелiани при
i = 1 та i = 2 поводять себе однаково, отриманi в роботi [10]. Обидвi кутовi
швидкостi ω1 та ω2 при цьому прямують до нуля однаково швидко при β1,
β2 → +∞ (сама швидкiсть їх прямування до нуля рiзна й задається певними
степенями βi в (14), а саме 1, 1

2 або 1
4).

Метою даної роботи є пошук наближених розв’язкiв рiвняння (1)–(4) при
iнших можливих значеннях ki, i = 1, 2, та асиметричної (тобто для рiзних
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степеней при i = 1 та i = 2) поведiнки кутових швидкостей. На цьому шляху
вже вдалося знайти деякi розв’язки зазначеної задачi, але для звичайного
рiвномiрно-iнтегрального ("змiшаного") вiдхилу [9].

2. ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ
Перед формулюванням та доведенням основних результатiв роботи

введемо наступнi позначення, якi введенi в роботi [10] та будуть надалi
використанi:

Ai(u, t, x) = ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2

∣∣∣∣ u√βi+
+ (vi − vj) + [(ωi − ωj)× x]− w√

βj

∣∣∣∣, (15)

Bi(u, t, x) =
∂ψi
∂x

(
u√
βi

+ vi − [ωi × x]

)
+ 2ψi

√
βi{(u, [ωi × vi])−

− [ωi × u][ωi × x]}. (16)

Теорема 1. Нехай виконуються умови (13), (14), а наступнi функцiї
належать простору L1(R4):

ψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , |[ω0i × x]|ψi,
(

[ω0i × x],
∂ψi
∂x

)
, i = 1, 2 (17)

Тодi визначений згiдно з (12) вiдхил ∆1 має сенс й iснує така величина
∆′1, що

∆1 ≤ ∆′1, (18)

причому якщо

1

2
< ki ≤ 1, i = 1, 2, (19)

або

1

4
< ki ≤

1

2
, i = 1, 2, (20)

та

[ω0i × vi] = 0, i = 1, 2, (21)

то iснує скiнченна границя

L = lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 =

2∑
i,j=1
i 6=j

ρi

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∣∣∣∣∂ψi∂t + vi
∂ψi
∂x

+ ρjπd
2ψ1ψ2|v1 − v2|

∣∣∣∣+
+ 2πd2ρ1ρ2|v1 − v2|

∫
R1

dt

∫
R3

dx(ψ1ψ2).

(22)
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Доведення. Згiдно з (15), (16) запишемо нерiвнiсть, отриману в [10]:∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv ≤
2∑
i=1

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψi∂t +Bi(u, t, x) +Ai(u, t, x)

∣∣∣∣+
+Ai(u, t, x)

]
· ρi

π3/2
e−u

2
du.

(23)

Iснування iнтегрального вiдхилу ∆1 випливає з (12), (15), (16), (23) та
вимоги приналежностi виразiв (17) до L1(R4), причому має мiсце наступна
нерiвнiсть:

∆1 ≤ ∆′1 =
2∑
i=1

ρi

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψi∂t +Bi(u, t, x) +Ai(u, t, x)

∣∣∣∣+
+Ai(u, t, x)

]
e−u

2
du.

(24)

Якщо пiдставити (14) в (15), (16) i ввести новi позначення:

γ = (γ1, γ2) =

(
1√
β1
,

1√
β2

)
, (25)

то

Ai(u, t, x) = ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2 |γiu+ (vi − vj) + siγ

2ki
i [ω0i × x]−

− sjγ
2kj
j [ω0j × x]− γjw|,

(26)

Bi(u, t, x) =
∂ψi
∂x

(
γiu+ vi + siγ

2ki
i [ω0i × x]

)
+

+ 2ψisiγ
2ki−1
i

{
(u, [ω0i × vi])− siγ2ki

i [ω0i × u][ω0i × x]
}
,

(27)

де i = 1, 2, i 6= j.
З (26), (27), (17) та гладкостi коефiцiєнтних функцiй, що передбачена

з самого початку, ми бачимо, що всi пiдинтегральнi вирази в (24) —
неперервнi функцiї за змiнними t, x, u, γ. Тодi iнтеграл (24) збiгається
рiвномiрно вiдносно змiнної γ на будь-якому компактi завдяки (17) та
наявностi множника e−u

2 . Отже, величина ∆′1 — неперервна по γ, i ми
можемо в (24) перейти до границi при γ → 0 (тобто βi → +∞, i = 1, 2). Це
означає те ж саме, що просто покласти γ1 = γ2 = 0. Пiсля iнтегрування за
змiнними w та u отримаємо (22). Теорему доведено.

В цiй теоремi поведiнка кутових швидкостей при i = 1 та i = 2 однакова.
Далi ми наведемо деякi результати для асиметричної поведiнки ω1 та ω2

Теорема 2. Нехай виконуються умови (14) та (17) Теореми 1 при

k1 = 1, k2 =
1

2
. (28)
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Тодi має мiсце нерiвнiсть (18), причому

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L+
4√
π
ρ2s2|[ω02 × v2]|

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ2. (29)

Доведення. Використаємо оцiнку (24), причому позначення ∆′1 для її
правої частини поки що не вводимо. Знову використовуючи (25), пiдставимо
в (15) та (16) вираз (14). Тепер замiсть виразiв (26), (27) отримаємо

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2 |γ1u+ (v1 − v2) + s1γ

2
1 [ω01 × x]−

− s2γ
2
2 [ω02 × x]− γ2w|, (30)

B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x

(
γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x]

)
+

+ 2ψ1s1γ1

{
(u, [ω01 × v1])− s1γ

2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}
, (31)

A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2 |γ2u+ (v2 − v1) + s2γ2[ω02 × x]−

− s1γ1[ω01 × x]− γ1w|, (32)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x]) +

+ 2ψ2s2 {(u, [ω02 × v2])− s2γ2[ω02 × u][ω02 × x]} . (33)

Пiсля пiдстановки (30)–(33) в праву частину виразу (24) ми можемо
отримати настпну оцiнку

∆1 ≤ ∆′1 =

=
ρ1

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ1

∂t
+A1(u, t, x) +

∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x])+

+ 2ψ1γ1s1

{
(u, [ω01 × v1])− s1γ

2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}∣∣∣+
+A1(u, t, x)

]
e−u

2
du+

ρ2

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ2

∂t
+A2(u, t, x)+

+
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x])− 2ψ2s

2
2γ2[ω02 × u][ω02 × x]

∣∣∣+
+A2(u, t, x) + 2ψ2s2|u| |[ω02 × v2]|

]
e−u

2
du. (34)

Далi перейдемо до границi при γ → 0 (можливiсть такого переходу
обгрунтовується так само, як i в доведеннi теореми 1). Отриманий результат
буде вiдрiзнятися вiд (22) лише останнiм доданком, який не залежить вiд γ.
Iнтеграл вiд цього доданку легко обчислюється за допомогою переходу до
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сферичної системи координат. Все це приводить до виразу (29). Теорему
доведено.

Теорема 3. Нехай виконуються умови (14) при

k1 =
1

2
, k2 =

1

4
, (35)

а також
[ω02 × v2] = 0. (36)

Тодi, якщо виконуються умови (17), має мiсце нерiвнiсть (18), причому
справедлив наступний аналог твердження (22)

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L+
4√
π
ρ1s1|[ω01 × v1]|

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ1+

+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02|

∫
R1

dt

∫
R3

dx(|[ω02 × x]|ψ2).

(37)

Доведення. Знову використаємо оцiнку (24) без позначення ∆′1 для її
правої частини. Далi пiдставимо вираз (14) при k1 = 1

2 , k2 = 1
4 в (15) та (16),

враховуючи позначення (25).
Тодi ми отримаємо

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2 |γ1u+ (v1 − v2) + s1γ1[ω01 × x]−

− s2γ2[ω02 × x]− γ2w|, (38)

B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x]) +

+ 2ψ1s1 {(u, [ω01 × v1])− s1γ1[ω01 × u][ω01 × x]} , (39)

A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2 |γ2u+ (v2 − v1) + s2

√
γ2[ω02 × x]−

− s1
√
γ1[ω01 × x]− γ1w|, (40)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])−

− 2ψ2s
2
2[ω02 × u][ω02 × x]. (41)

Далi пiдставимо (38)–(41) в (24) та отримаємо наступну оцiнку:



Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету iм. В.Н. Каразiна, 1030 (2012) 11

∆1 ≤ ∆′1 =

=
ρ1

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ1

∂t
+A1(u, t, x) +

∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x])−

− 2ψ1s
2
1[ω01 × u][ω01 × x]

∣∣∣+A1(u, t, x)+

+ 2ψ1s1|u|
∣∣[ω01 × v1]

∣∣]e−u2du+
ρ2

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ2

∂t
+

+A2(u, t, x) +
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])

∣∣∣+
+A2(u, t, x) +

∣∣2ψ2s
2
2[ω02 × u][ω01 × x]

∣∣]e−u2du. (42)

З виразiв (38) та (40) ми бачимо, що границя при γ → 0 величини
A2(u, t, x) така, як i границя величини A1(u, t, x), а оцiнка для модуля, що
входить до (23) та включає Bi(u, t, x) приводить до видiлення двох доданкiв,
якi не залежать вiд γ. Цi доданки мiстять вирази

2s1

∫
R3

∣∣∣ψ1|u|
∣∣[ω01 × v1]

∣∣∣∣∣ ρ1

π3/2
e−u

2
du, (43)

2s2
2

∫
R3

∣∣∣ψ2|ω02||u|
∣∣[ω02 × x]

∣∣∣∣∣ ρ2

π3/2
e−u

2
du. (44)

Подальше обчислення (43) та (44) приводить до твердження (37). Теорему
доведено.

Теорема 4. Нехай виконуються умови (14) при

k1 = 1, k2 =
1

4
. (45)

Тодi, якщо виконуються умови (17) та (36), має мiсце нерiвнiсть (18), де

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02|

∫
R1

dt

∫
R3

dx(|[ω02 × x]|ψ2). (46)

Доведення проводиться аналогiчно доведенню Теореми 2, але тепер,
враховуючи (14) зi степенями k1 = 1, k2 = 1

4 й умову (36), замiсть виразiв
(32), (33) ми отримаємо (40), (41) з (15) та (16). Завдяки виразам (40), (41)
ми бачимо, що границя при γ → 0 величини A2(u, t, x) така, як i в Теоремi
3, а для величини A1(u, t, x) така, як в Теоремi 2. Зокрема, оцiнка для
модуля, що входить до виразу (23) i мiстить B2(u, t, x), здобута в доведеннi
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Теореми 3. Отже, отриманий результат вiдрiзнятиметься вiд (22) тiльки
останнiм доданком, визначеним у (44). Подальше обчислення приводить до
(46). Теорему доведено.

Завдяки цим результатам щодо границь при βi → +∞, i = 1, 2 ми можемо
сформулювати наслiдки з теорем 1–4, якi дають певнi достатнi умови для
прямування iнтегралього вiдхилу ∆1 до нуля.

Наслiдок 1. Нехай виконуються всi припущення Теореми 1. Тодi
спiввiдношення

∆1 → 0 (47)

має мiсце, якщо виконується хоча б одна iз наступних умов:
1) Для будь-яких функцiй ψi(x) , що задовiльняють умовам (17),

v1 = v2 = 0, ψi = ψi(x), i = 1, 2; (48)

2) Нехай функцiї ψi, i = 1, 2 мають вигляд фiнiтних плато [11],
тобто зглажених спецiальним чином характеристичних функцiй деяких
обмежених областей в R4 таких, що мiра проекцiй їх носiїв на гiперплощину
t = 0 прямує до нуля, i добуток величин vi

k та мiр проекцiй їх носiїв на
гiперплощини xk = 0, k = 1, 2, 3 також прямує до нуля. Крiм того, нехай
виконана хоча б одна iз вимог

a) d→ 0, (49)

b) v1 = v2 6= 0, (50)

c) mes
(
suppψ1

⋂
suppψ2

)
→ 0, (51)

зокрема, може бути
suppψ1

⋂
suppψ2 = Ø. (52)

Доведення спирається на (22) та результати роботи [11]. Воно зводиться до
перевiрки того, що функцiї ψi, i = 1, 2, для яких виконуються умови Наслiдку
1, задовольняють вимогам (17).

Наслiдок 2. Нехай виконуються всi припущення Теореми 2. Тодi
твердження (47) має мiсце, якщо виконується хоча б одна з умов 1), 2)
Наслiдку 1, а також принаймнi одна з наступних вимог:

1. s2 → 0;
2. Умова (21) при i = 2.
Доведення очевидне й спирається на (29).
Наслiдок 3. Нехай виконуються всi припущення Теореми 3. Тодi має

мiсце твердження (47), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку 1, i,
крiм того, одна з вимог:

1. si → 0, i = 1, 2;
2. s2 → 0, умова (21) при i = 1.
Доведення очевидне й спирається на (37).
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Наслiдок 4. Нехай виконуються всi припущення Теореми 4. Тодi має
мiсце твердження (47), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку 1, i,
крiм того, перша вимога Наслiдку 2.

Доведення легко проводиться, спираючись на твердження (46).
Подяки. Автор виражає подяку доктору фiз.-мат. наук, професору

Гордевському В.Д. за цiннi поради при написаннi статтi.
Робота здiйснена при частковiй фiнансовiй пiдтримцi Фонду iменi Н.I.

Ахiєзера.
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