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Äîñëiäæåíî âçà¹ìîäiþ äâîõ ñìåð÷îâèõ òå÷ié ó ãàçi ç øîðñòêóâàòèõ
êóëü. Âèêîðèñòàíî áiìîäàëüíèé ðîçïîäië ç ìàêñâåëiâñüêèìè ìîäàìè
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1. Âñòóï

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ êóëü [1], ÿêà âïåðøå
áóëà ââåäåíà ó 1894ð. Áðiàíîì; ìåòîäè, ùî áóëè ðîçâèíóòi äëÿ çàãàëüíèõ
ñôåðè÷íèõ ìîëåêóë, ÿêi íå îáåðòàþòüñÿ, ó 1922ð. áóëè ðîçïîâñþäæåíi íà
ìîäåëü Áðiàíà Ïiääàêîì. Ïåðåâàãà öi¹¨ ìîäåëi ïåðåä óñiìà iíøèìè ìîäåëÿìè,
ùî ïðèïóñêàþòü çìiíó ñòàíó îáåðòàííÿ ìîëåêóë, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî òóò íå
ïîòðiáíî íiÿêèõ äîäàòêîâèõ çìiííèõ, ÿêi âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ ìîëåêóëè
ó ïðîñòîði.

Âêàçàíi ìîëåêóëè ¹ àáñîëþòíî ïðóæíèìè òà àáñîëþòíî øîðñòêóâàòèìè,
ùî îçíà÷à¹ íàñòóïíå: ïðè çiòêíåííi äâîõ ìîëåêóë, òî÷êè, ùî çòèêàþòüñÿ
íå ìàþòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îäíàêîâî¨ øâèäêîñòi. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ,
ùî äâi ñôåðè çà÷iïëÿþòü îäíà îäíó áåç êîâçàííÿ. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
ñôåðè äåôîðìóþòü îäíà îäíó, à ïîòiì åíåðãiÿ äåôîðìàöi¨ ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä
ó êiíåòè÷íó åíåðãiþ ïîñòóïàëüíîãî òà îáåðòàëüíîãî ðóõó áåç æîäíèõ âòðàò.
Ó ðåçóëüòàòi âiäíîñíà øâèäêiñòü ñôåð ó òî÷öi ¨õ çiòêíåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ïðè
óäàði íà îáåðíåíó.

Ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü (àáî ðiâíÿííÿ Áðiàíà-
Ïiääàêà) ìà¹ âèãëÿä [1-4]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) ≡ ∂f

∂t
+ V · ∂f

∂x
; (2)

Q(f, f) ≡ d2

2

∫

R3

dV1

∫

R3

dω1

∫

Σ
dαB(V − V1, α)·

·
[
f(t, V ∗

1 , x, ω∗1)f(t, V ∗, x, ω∗)− f(t, V, x, ω)f(t, V1, x, ω1)
]
. (3)

Òóò d � äiàìåòð ìîëåêóëè, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ìîìåíòîì iíåðöi¨ I
íàñòóïíèì ñïiâiäíîøåííÿì:

I =
bd2

4
, (4)

äå b � ïàðàìåòð, b ∈ (
0, 2

3

]
, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ içîòðîïíèé ðîçïîäië ðå÷îâèíè

âñåðåäèíi ìîëåêóëè;
t � ÷àñ; x = (x1, x2, x3) ∈ R3 � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà; V = (V 1, V 2, V 3) òà
w = (w1, w2, w3) ∈ R3 � ëiíiéíà òà êóòîâà øâèäêîñòi ìîëåêóëè âiäïîâiäíî;
∂f
∂x � ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ f ïî çìiííié x; Σ � îäèíè÷íà ñôåðà ó ïðîñòîði R3;
α � îäèíè÷íèé âåêòîð iç R3, ùî ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ ëiíi¨, ÿêà ç'¹äíó¹ öåíòðè
ìîëåêóë, ÿêi çiøòîâõóþòüñÿ;

B (V − V1, α) = |(V − V1, α)| − (V − V1, α) (5)

� ÷ëåí çiòêíåííÿ.
Ëiíiéíi (V ∗, V ∗

1 ) òà êóòîâi (w∗, w∗1) øâèäêîñòi ìîëåêóë ïiñëÿ çiòêíåííÿ
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiäíi øâèäêîñòi äî çiòêíåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
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V ∗ = V − 1
b + 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

V ∗
1 = V1 +

1
b + 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

ω∗ = ω +
2

d(b + 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

ω∗1 = ω1 +
2

d(b + 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
.

(6)

ßê âiäîìî, çàãàëüíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüö-
ìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòàõ [5-7], ¨õ îïèñ òà
äîñëiäæåííÿ ìîæíî òàêîæ çíàéòè ó [8-10]. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ ìîäåëi
Áðiàíà-Ïiääàêà áóëà îñòàòî÷íî ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè ó ðîáîòi [11]. Çîêðåìà, òàì
îòðèìàíî ÿâíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêîãî ðîçïîäiëó, ùî îïèñó¹ ñìåð÷îïîäiáíèé
ðóõ ãàçó äëÿ öi¹¨ ìîäåëi.

Ïîøóê ÿâíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàëè á
áiìîäàëüíó ñòðóêòóðó, çäiéñíþâàâñÿ íèçêîþ àâòîðiâ. Çîêðåìà, äëÿ ìîäåëåé
âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìîëåêóëàìè, ùî íàñ öiêàâëÿòü, öüîìó ïèòàííþ áóëè ïðèñâÿ÷åíi
ïðàöi [12-13].

Ó ðîáîòi [4] áóëî äîñëiäæåíî âçà¹ìîäiþ äâîõ "ãâèíòiâ" (ñòàöiîíàðíèõ
íåîäíîðiäíèõ ìàêñâåëiàíiâ) ó ãàçi iç øîðñòêóâàòèõ êóëü, íàøà æ çàäà÷à
ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá äîñëiäèòè âçà¹ìîäiþ äâîõ "ñìåð÷iâ" (íåñòàöiîíàðíèõ
íåîäíîðiäíèõ ìàêñâåëiàíiâ) äëÿ ìîäåëi Áðiàíà-Ïiääàêà. Ó ñòàòòi [14] òàêå
ïèòàííÿ áóëî äîñëiäæåíî äëÿ ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó; çàðàç ìè
ðîçãëÿíåìî ÷èñòî iíòåãðàëüíèé âiäõèë.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé âiäõèë, ÿêèé âïåðøå áóâ çàïðîïîíî-
âàíèé ó [4]:

∆1 =
∫

R
dt

∫

R3

dx

∫

R3

dV

∫

R3

dω |D(f)−Q(f, f)| . (7)

Äàëi, ðîçãëÿíåìî áiìîäàëüíèé ðîçïîäië:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (8)

äå ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(t, x), i = 1, 2, à ìàêñâåëëiàíè Mi, i = 1, 2 âiäïîâiäàþòü
ñìåð÷îïîäiáíîìó ðóõó òà ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä [11]:

Mi = ρi

(
βi

π

)3

I3/2e
−βi

�
(V−V i)2

+Iω2
�
, (9)

ρi = ρ0ie
βiω

2
i r2

i , (10)

r2
i =

1
ω2

i

[ωi × (x− x0i − u0it)]
2 ; (11)
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òóò ρi− ãóñòèíà ãàçó, ρ0i− äîâiëüíà äîäàòíÿ êîíñòàíòà, ωi � êóòîâà øâèäêiñòü
ïîòîêà ãàçó ó öiëîìó; V i(t, x) = V̂i +[ωi× (x−x0i−u0it)] � ìàñîâà øâèäêiñòü;
x0i, x0i � òî÷êè, ÷åðåç ÿêi ïðîõîäÿòü âiñi øâèäêîñòi òà ãóñòèíè [4,8] âiäïîâiäíî,
ó ìîìåíò ÷àñó t = 0:

x0i =
1
ω2

i

[
ωi × V̂i

]
, x0i =

1
ω2

i

[
ωi × (V̂i − u0i)

]
, (12)

u0i � äîâiëüíèé âåêòîð, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ωi (ïîñòóïàëüíà øâèäêiñòü
öèõ îñåé);
βi = 1

2T � îáåðíåíà òåìïåðàòóðà ãàçó;
V̂i � ëiíiéíà øâèäêiñòü ðóõó ãàçó âçäîâæ âiñi îáåðòàííÿ.

Â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ïðèâåäåíi ðåçóëüòàòè, ùî äàþòü ðiçíi äîñòàòíi óìîâè
ìiíiìiçàöi¨ âiäõèëó (7) çà ðàõóíîê âiäïîâiäíîãî âèáîðó êîåôiöi¹íòíèõ ôóíêöié
ϕi òà ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó.

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

ωi = ω0iβ
−mi
i , i = 1, 2, (13)

[
ω0i ×

(
V̂i − u0i

)]
= 0, i = 1, 2, (14)

äå mi > 1
2 òà ω0i ∈ R3 äîâiëüíi òà ôiêñîâàíi. Íåõàé ôóíêöi¨ ϕi, i = 1, 2

ó ðîçïîäiëi (8) íå çàëåæàòü âiä βi, i = 1, 2 òà òàêi, ùî äîáóòîê âèðàçiâ

ϕi;
∂ϕi

∂t
;

∣∣∣∣∣
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣∣; ϕi

∣∣∣[ω0i × (x− u0it)]
∣∣∣;

∣∣∣∣
∂ϕi

∂x

[
ω0i × (x− u0it)

]∣∣∣∣ i = 1, 2.

(15)

íà ìíîæíèêè exp{βiω
2
i r

2
i } íàëåæàòü ïðîñòîðó L1(R4) ïðè óñiõ

βi > 0, i = 1, 2.
Òîäi iñíó¹ òàêå ∆

′
1, ùî

∆1 ≤ ∆
′
1, (16)

ïðè÷îìó:
1) ÿêùî

mi =
1
2
, i = 1, 2 , (17)

òî

lim
βi→+∞,

i=1,2

∆
′
1 =

2∑

i=1

ρ0i

∫

R1

dt

∫

R3

dx

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ V̂i

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣µi(t, x)+

+4d2ρ01ρ02π
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣
∫

R1

dt

∫

R3

dxϕ1ϕ2µ1(t, x)µ2(t, x), (18)
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äå
µi(t, x) = exp{[ω0i × (x− u0it)]

2}, i = 1, 2 ; (19)
2) ÿêùî

mi >
1
2
, i = 1, 2 , (20)

òî âèêîíó¹òüñÿ (18) ïðè

µi(t, x) = 1, i = 1, 2. (21)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïiäñòàâèìî ðîçïîäië (8) ó ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ
(1), êîðèñòóþ÷èñü ¨¨ ïðåäñòàâëåííÿì (2), òà âðàõîâóþ÷i, ùî ìàêñâåëiàíè Mi

¹ òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ Áðiàíà-Ïiääàêà.

D(f) = M1D(ϕ1) + ϕ1D(M1) + M2D(ϕ2) + ϕ2D(M2) =

= M1

(
∂ϕ1

∂t
+ V

∂ϕ1

∂x

)
+ M2

(
∂ϕ2

∂t
+ V

∂ϕ2

∂x

)
.

Äàëi, ïiäñòàâèìî íàøó ôóíêöiþ f , ùî ìà¹ âèä (8), ó ïðàâó ÷àñòèíó
ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ øîðñòêóâàòèõ êóëü, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3)
i òèì, ùî ìàêñâåëiàí ïðè ïiäñòàíîâöi äà¹ íóëü.

Q(f, f) =
d2

2

∫

R3

dV1

∫

R3

dω1

∫P dαB(V − V1, α)
[
(ϕ1M1(V ∗

1 , ω∗1)+

+ ϕ2M2(V ∗
1 , ω∗1)) · (ϕ1M1(V ∗, ω∗) + ϕ2M2(V ∗, ω∗))− (ϕ1M1(V1, ω1)+

+ ϕ2M2(V1, ω1)) · (ϕ1M1(V, ω) + ϕ2M2(V, ω))
]

=

=
d2

2
ϕ1ϕ2

∫

R3

dV1

∫

R3

dω1

∫P dαB(V − V1, α)
[
M1(V ∗

1 , ω∗1)M2(V ∗, ω∗) +

+M2(V ∗
1 , ω∗1)M1(V ∗, ω∗)−M1(V1, ω1)M2(V, ω)−M2(V1, ω1)M1(V, ω)

]
=

= ϕ1ϕ2

(
Q(M1,M2) + Q(M2,M1)

)
.

ßê âêàçàíî ó [9,10], iíòåãðàë çiòêíåíü äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà
g, àíàëîãi÷íèé âèðàçó (3), òîáòî éîãî áiëiíiéíå óçàãàëüíåííÿ, ìîæíà
ïðåäñòàâèòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q(f, g) = G(f, g)− fL(g), (22)

äå çìåíøóâàíå G(f, g) íàçèâà¹òüñÿ ïðèáóòêîâèì ÷ëåíîì iíòåãðàëà çiòêíåíü i
ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

G(f, g) =
d2

2

∫

R3

dV1

∫

R3

dω1

∫P dαB(V − V1, α)·

·f(t, x, V ∗
1 , ω∗1)g(t, x, V ∗, ω∗), (23)



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 1061 (2013) 9

à âiä'¹ìíèê L(g) � âèòðàòíèé ÷ëåí âèãëÿäó

L(g) =
d2

2

∫

R3

dV1

∫

R3

dω1

∫P dαB(V − V1, α)g(t, x, V1, ω1). (24)

Ó ðîáîòi [14] áóëî ïîêàçàíî, ùî:
∫

R3

dV

∫

R3

dωQ (Mi,Mj) = 0. (25)

Îòæå ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü:
∫

R3

dV

∫

R3

dωG(Mi,Mj) =
∫

R3

dV

∫

R3

dωMiL(Mj). (26)

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà îöiíèòè ìîäóëü ðiçíèöi ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (1):

|D(f)−Q(f, f)| = |M1D(ϕ1) + M2D(ϕ2)− ϕ1ϕ2 (Q(M1,M2) + Q(M2,M1)) =
= |M1D(ϕ1) + M2D(ϕ2)− ϕ1ϕ2 [G(M1,M2)−M1L(M2)+

+G(M2,M1)−M2L(M1)]| 6 M1|D(ϕ1)|+ M2|D(ϕ2)|+
+ϕ1ϕ2 · (G(M1,M2) + G(M2,M1) + M1L(M2) + M2L(M1)) =
= M1(|D(ϕ1)|+ ϕ1ϕ2L(M2)) + M2(|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2L(M1))+

+ϕ1ϕ2(G(M1,M2) + G(M2,M1)).

Äàëi ïðîiíòåãðó¹ìî îñòàííþ îöiíêó ïî óñüîìó ïðîñòîðó ëiíiéíèõ òà
êóòîâèõ øâèäêîñòåé:

∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(f)−Q(f, f)| 6
2∑

i,j=1
i 6=j

∫

R3

dV

∫

R3

dωMi(|D(ϕi)|+ ϕiϕjL(Mj))+

+2ϕ1ϕ2

∫

R3

dV

∫

R3

dωG(M1,M2) =

=
2∑

i=1

∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(ϕi)|Mi + 4ϕ1ϕ2

∫

R3

dV

∫

R3

dωG(M1,M2).

Âèêîðèñòà¹ìî äîâåäåíó ó ðîáîòi [4] íàñòóïíó ôîðìóëó:
∫

R3

dV

∫

R3

dωG(M1,M2) =

=
d2ρ1ρ2

π2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1 ·
∣∣∣∣

q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (27)
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Âðàõîâóþ÷i ôîðìóëó (27), ïðîäîâæèìî âèêëàäêó:
∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(f)−Q(f, f)| 6

6
2∑

i=1

∫

R3

dV

∫

R3

dω

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ V

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi

(
βi

π

)3

I3/2e−βi((V−V i)
2+Iω2)+

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Äàëi, îá÷èñëèìî iíòåãðàë ïî êóòîâèì øâèäêîñòÿì:
∫

R3

dωe−βiIω2
=

(
π

βiI

)3/2

.

Òàêèì ÷èíîì, áóäåìî ìàòè íàñòóïíó îöiíêó:
∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(f)−Q(f, f)| 6

6
2∑

i=1

∫

R3

dV

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ V

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi

(
βi

π

)3/2

e−βi(V−V i)
2
+

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ ,

à ÿêùî çàñòîñóâàòè çàìiíó βi(V − V i)2 = p2, ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:
∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(f)−Q(f, f)| 6

6
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi · 1
π3/2

e−p2
+

+4ϕ1ϕ2
d2ρ1ρ2

π2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Òåïåð, ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ ãóñòèíè iç ôîðìóëè (10), ìà¹ìî:
∫

R3

dV

∫

R3

dω|D(f)−Q(f, f)| 6

6
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣
ρ0ie

βiω
2
i r2

i

π3/2
e−p2

+

+4ϕ1ϕ2
d2ρ01ρ02e

β1ω2
1r2

1+β2ω2
2r2

2

π2
·

·
∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
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Çàâäÿêè óìîâi (15) òà áåðó÷i äî óâàãè âèãëÿä ìàñîâî¨ øâèäêîñòi ãàçó,
ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè îñòàííþ íåðiâíiñòü ïî ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi x,
à äàëi � ïî ÷àñó t. Áóäåìî ìàòè:

∆1 6
∫

R1

dt

∫

R3

dx
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣
ρ0ie

βiω
2
i r2

i

π3/2
e−p2

+

+
∫

R1

dt

∫

R3

dx4ϕ1ϕ2
d2ρ01ρ02e

β1ω2
1r2

1+β2ω2
2r2

2

π2
·

·
∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (28)

Òåïåð, çãàäóþ÷i âèðàçè äëÿ r2
i òà x0i, ùî îïèñóþòüñÿ ôîðìóëàìè (11), (12)

òà âðàõîâóþ÷i óìîâè òåîðåìè (13), (14), ìà¹ìî íàñòóïíèé âèãëÿä îöiíêè:

∆1 6
∫

R1

dt

∫

R3

dx
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ·

·ρ0ie
βi

h
ω0iβ

−mi
i ×(x−u0it)

i2
e−p2

π3/2
+

+
∫

R1

dt

∫

R3

dx
4ϕ1ϕ2d

2ρ01ρ02

π2
e
β1

h
ω01β

−m1
1 ×(x−u01t)

i2
+β2

h
ω02β

−m2
2 ×(x−u02t)

i2
·

·
∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî:

eβiω
2
i r2

i = eβ
1−2mi
i [ω0i×(x−u0it)]

2

,

òîäi
lim

βi→+∞,
i=1,2

eβiω
2
i r2

i =
[

e[ω0i×(x−u0it)]
2

, mi = 1
2 ;

1, mi > 1
2 .

= µi(t, x). (29)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó íåðiâíîñòi ïðè βi → +∞, i = 1, 2, à ó ïðàâié
÷àñòèíi íåðiâíîñòi çðîáèìî ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Öå
ìîæëèâî ó çâ'ÿçêó ç ïðèïóùåííÿì (15) òà ðiâíîìiðíîþ âiäíîñíî βi, i = 1, 2
çáiæíiñòþ óñiõ, ùî ¹, iíòåãðàëiâ íà äîâiëüíîìó îêîëi íåñêií÷åííîñòi çàâäÿêè
íàÿâíîñòi øâèäêî ñïàäàþ÷èõ çà çìiííèìè q òà q1 åêñïîíåíò. Òàêèì ÷èíîì
îòðèìó¹ìî:

lim
βi→+∞,

i=1,2

∆
′
1 =

∫

R1

dt

∫

R3

dx

2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ V̂i

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣
ρ0iµi(t, x)

π3/2
e−p2

+

+4
∫

R1

dt

∫

R3

dx
ϕ1ϕ2d

2ρ01ρ02

π2
µ1(t, x)µ2(t, x)

∫

R3

dq

∫

R3

dq1

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ e−q2−q2
1 .
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Îá÷èñëþþ÷è òåïåð iíòåãðàëè çà çìiííèìè p, q òà q1, çäîáóäåìî:

lim
βi→+∞,

i=1,2

∆
′
1 =

2∑

i=1

ρ0i

∫

R1

dt

∫

R3

dx

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ V̂i

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣µi(t, x)+

+4d2ρ01ρ02π
∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣
∫

R1

dt

∫

R3

dxϕ1ϕ2µ1(t, x)µ2(t, x).

Òàêèì ÷èíîì, áóëî ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó (17) îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàòè
(18), (19), à êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âàðiàíò (20), òî çíîâó ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (18)
ïðè (21). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (13), (14) Òåîðåìè 1, à òàêîæ

mi > 1
2
, i = 1, 2, (30)

à ôóíêöi¨ ϕ, i = 1, 2 ìàþòü âèãëÿä ôiíiòíèõ "ïëàòî" [15, 16] òàêèõ, ùî:

V
[
(suppϕi)Gx

] → 0, i = 1, 2, (31)

V̂ k
i · V

[
(suppϕi)Gk

]
→ 0, i = 1, 2, k = 1, 2, 3, (32)

äå ïiä Gx òà Gk, k = 1, 2, 3 ðîçóìiþòüñÿ ïðî¹êöi¨ ìíîæèíè G ⊂ R4 íà
ãiïåðïëîùèíi t = 0 i xk = 0, k = 1, 2, 3 âiäïîâiäíî, à ïiä V− îá'¹ì âêàçàíèõ
ïðîåêöié. Íåõàé, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç âèìîã:

V̂1 = V̂2, (33)
suppϕ1 ∩ suppϕ2 = ∅, (34)

d → 0. (35)

Òîäi:
lim

βi→+∞,
i=1,2

∆1 = 0. (36)

Äîâåäåííÿ. Óìîâà (15) Òåîðåìè 1 âèêîíó¹òüñÿ çàâäÿêè ôiíiòíîñòi ôóíêöié
ϕi, à âðàõîâóþ÷i, ùî óìîâè (13), (14) òåæ íàêëàäàþòüñÿ, áà÷èìî, ùî
ñïiââiäíîøåííÿ (18) ñïðàâåäëèâî ç ôóíêöiÿìè µi(t, x), i = 1, 2 âèãëÿäó
(19) àáî (21), ïðè÷îìó â îáîõ âèïàäêàõ óñi iíòåãðàëè, ùî âõîäÿòü äî (18),
çáiãàþòüñÿ çàâäÿêè çàçíà÷åíié ôiíiòíîñòi. Äàëi, âðàõîâóþ÷i âèêîíàííÿ óìîâ
(31), (32), ÿê ïîêàçàíî ó [15], ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî iíòåãðàëè âiä âèðàçiâ

∂ϕi

∂t
+ V̂i

∂ϕi

∂x

ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàíié äîäàíîê òåæ ñòà¹ íåñêií÷åíî
ìàëèì çàâäÿêè íàÿâíîñòi õî÷à á îäíi¹¨ ç óìîâ (33)-(35). Òàêèì ÷èíîì
òâåðäæåííÿ (36) âèêîíó¹òüñÿ. Íàñëiäîê äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 2. Íåõàé çíîâó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (13) Òåîðåìè 1, à òàêîæ
ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä:

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βiω
2
i r2

i , i = 1, 2, (37)

ïðè÷îìó âèðàçè (15) ç ïiäñòàíîâêîþ ψi çàìiñòü ϕi, i = 1, 2 íàëåæàòü
ïðîñòîðó L1(R4).

Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (16), ïðè÷îìó ó âèïàäêó (17) âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ (18) ç äîäàâàííÿì äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ùå îäíîãî äîäàíêà
âèãëÿäó:

4√
π

2∑

i=1

ρ0i

∣∣∣
[
ω0i ×

(
V̂i − u0i

)]∣∣∣
∫

R1

dt

∫

R3

dxψi, (38)

ïðè÷îìó ôóíêöi¨ (19) çáåðiãàþòüñÿ, à ó äðóãîìó âèïàäêó (20) ñïiââiäíîøåííÿ
(18) çáåðiãà¹òüñÿ áåç çìií ðàçîì ç ôóíêöiÿìè (21).

Äîâåäåííÿ. Çíîâ áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà îöiíêó (28), ÿêà áóëà îòðèìàíà
ïðè äîâåäåííi Òåîðåìi 1. Îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöié ϕi, i = 1, 2 áóëî
äåòàëüíî íàâåäåíî ó ðîáîòi [14], ìè ëèøå ïðèâåäåìî êiíöåâèé ðåçóëüòàò:

∂ϕi

∂t
= e−βiω

2
i r2

i

(
∂ψi

∂t
+ 2βiψi

{
ω2

i (x, u0i)− u2
0iω

2
i t− (ωi × V̂i, u0i)

})
, (39)

∂ϕi

∂x
= e−βiω

2
i r2

i

(
∂ψi

∂x
+ 2βiψi

{
ωi(ωi, x)− ω2

i (x− x0i − u0it
})

. (40)

Äàëi, ïiäñòàâèìî öi ïîõiäíi äî ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ó
íåðiâíîñòi (28):

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ eβiω
2
i r2

i =
∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+

+2βiψi ·
{

ω2
i (x, u0i)− u2

0iω
2
i t− (ωi × V̂i, u0i)+

+
(

p√
βi

+ V̂i + [ωi × (x− u0it)], ωi

)
(ωi, x)−

− ω2
i

(
x− x0i − u0it,

p√
βi

+ V̂i + [ωi × (x− u0it)]
)}∣∣∣∣ .

Ñêîðèñòó¹ìîñü âëàñòèâîñòÿìè ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî òà çìiøàíîãî äîáóòêiâ.
Òîäi îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+ 2βiψi

{
ω2

i (x, u0i)− u2
0iω

2
i t− (ωi × V̂i, u0i)+

+
(

p√
βi

+ V̂i, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

+ V̂i, x− x0i − u0it

)
−

− ω2
i

(
[ωi × (x− u0it)], x− u0it− 1

ω2
i

[
ωi × (V̂i − u0i)

])}∣∣∣∣ .
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Äëÿ ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåíü âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó iç âåêòîðíî¨
àëãåáðè, ñïðàâåäëèâó äëÿ ÷îòèðüîõ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a, b, c, d iç ïðîñòîðó
R3 : (

[a, b], [c, d]
)

= (a, c)(b, d)− (a, d)(b, c).

Òîäi ìà¹ìî:
∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+ 2βiψi

{
ω2

i (x, u0i)− u2
0iω

2
i t− (ωi × V̂i, u0i)+

+
(

p√
βi

+ V̂i, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

+ V̂i, x− x0i − u0it

)
+

+ω2
i (x− u0it, V̂i − u0i)− (ωi, V̂i)(ωi, x)

}∣∣∣ ,

i çíîâó êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêà, îòðèìó¹ìî:
∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+ 2βiψi

{
ω2

i (x, u0i)− u2
0iω

2
i t− (ωi × V̂i, u0i)+

+
(

p√
βi

, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

, x− x0i − u0it

)
−

−ω2
i

(
V̂i, x− u0it

)
− 1

ω2
i

[
ωi × (V̂i − u0i)

]
+ ω2

i

(
x, V̂i

)
− ω2

i (x, u0i)−

− ω2
i t

(
u0i, V̂i

)
+ ω2

i u
2
0it

}∣∣∣ .

Ïiñëÿ ñïðîùåíü áóäåìî ìàòè:
∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+ 2βiψi

{
(V̂i, ωi × u0i) +

(
p√
βi

, ωi

)
(ωi, x) −

−ω2
i

(
p√
βi

, x− x0i − u0it

)
− ω2

i

(
V̂i, x

)
+ ω2

i t
(
V̂i, u0i

)
−

− (V̂i, ωi × u0i) + ω2
i

(
x, V̂i

)
− ω2

i t
(
u0i, V̂i

)}∣∣∣ ,

òîáòî
∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+

+ 2βiψi

{(
p√
βi

, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

, x− x0i − u0it

)}∣∣∣∣ .

Äàëi çíîâó ïîâåðíåìîñü äî íåðiâíîñòi (28) òà çðîáèìî ïiäñòàíîâêó ôóíêöi¨
ϕi òà ¨¨ ïîõiäíèõ, òîáòî âèðàçè (37), (39), (40), âðàõîâóþ÷i îòðèìàíå
ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ÷àñòèíè ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ó ïåðøîìó äîäàíêó
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ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi. Òàêèì ÷èíîì:

∆1 6 π−
3
2

∫

R1

dt

∫

R3

dx
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+

+ 2βiψi

{(
p√
βi

, ωi

)
(ωi, x)− ω2

i

(
p√
βi

, x− x0i − u0it

)}∣∣∣∣ ρ0ie
βiω

2
i r2

i e−p2
+

+4
∫

R1

dt

∫

R3

dxψ1ψ2
d2ρ01ρ02

π2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Îòæå, ìè îòðèìàëè íàñòóïíèé âèãëÿä äëÿ ∆
′
1 :

∆
′
1 = π−

3
2

∫

R1

dt

∫

R3

dx
2∑

i=1

∫

R3

dp

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
p√
βi

+ V i

)
∂ψi

∂x
+

+ 2
√

βiψi

{
(p, ωi)(ωi, x)− ω2

i (p, x− u0it) + (p, ωi, V̂i − u0i)
}∣∣∣ ρ0ie

βiω
2
i r2

i e−p2
+

+
4d2ρ01ρ02

π2

∫

R1

dt

∫

R3

dxψ1ψ2

∫

R3

dq

∫

R3

dq1e
−q2−q2

1

∣∣∣∣
q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Äàëi, âèêîíóþ÷i ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó îñòàííié ðiâíîñòi, îáãðóíòóâàííÿ
ÿêîãî àíàëîãi÷íî òîìó, ùî i â ïîïåðåäíié òåîðåìi, i çãàäóþ÷i (29), ìè
îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âèêîíàíi óñi óìîâè òåîðåìè 2, ïðè÷îìó ôóíêöi¨
ψi, i = 1, 2 çàäîâîëüíÿþòü òèì æå âèìîãàì, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêöi¨
ϕi, i = 1, 2 ó íàñëiäêó 1. Òîäi, ÿêùî ñïðàâåäëèâî (20), àáî (17) ðàçîì ç (14),
òî ïðè âèêîíàííi õî÷à á îäíi¹¨ iç âèìîã (33)-(35) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (36).

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ, àíàëîãi÷íîþ ñõåìi äîâåäåííÿ íàñëiä-
êà 1, ç çàìiíîþ ôóíêöié ϕi íà ψi, i = 1, 2, ç òi¹þ ëèøå ðiçíèöåþ, ùî òåïåð,
ÿê áà÷èìî ç òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2, âiðíî àáî (19) àáî (21), à äîäàòêîâèé
÷ëåí âèãëÿäó (38), ùî âèíèêà¹ ó ïðèïóùåííi (17), àâòîìàòè÷íî àíóëþ¹òüñÿ
çàâäÿêè âèìîçi ñàìîóçãîäæåíîñòi ñìåð÷iâ (14). Íàñëiäîê äîâåäåíî.
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