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Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì
íà ïîâåðõíîñòÿõ. Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû
íîâûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå íåóñòîé÷èâîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû ñ ìåíåå æåñòêèìè òðåáîâàíèÿìè
ê ôóíêöèÿì Ëÿïóíîâà.
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R. I. Gladilina, On modi�cation of the theorems of direct Lyapunov
method for impulsive systems. The stability problem of the trivial
solution of the systems of di�erential equations with un�xed times of
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Ââåäåíèå
Èìïóëüñíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ýâîëþöèîí-

íûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû èõ ðàçâèòèÿ ïîäâåðãàþòñÿ
ðåçêèì èçìåíåíèÿì. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ òàêèõ ñèñòåì èçëîæåíà â [1].
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áëàãîäàðÿ çàïðîñàì ñîâðåìåííîé íàóêè è íîâåéøåé
òåõíèêè, ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ [2]. Ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè ìîæíî óñïåøíî
ïðèìåíÿòü â çàäà÷àõ ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, åñëè óïðàâëÿþùèå
âîçäåéñòâèÿ êðàòêîâðåìåííû è èõ äëèòåëüíîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäî-
âàíèå óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà [1, 3-10].

Â òåîðåìàõ îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà
íàëàãàþòñÿ äîâîëüíî æåñòêèå òðåáîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå, óñëîâèå çíàêîîïðåäå-
ëåííîñòè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Îäíàêî, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ
ïîïûòêè ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà ñî çíàêîîïðåäåëåííîé ïðîèçâîäíîé
âñòðå÷àþò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå óñëîâèé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) ðåøåíèé èìïóëüñíûõ ñèñòåì,
â êîòîðûõ íà ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íàëàãàëèñü áû ìåíåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ,
÷åì â îïóáëèêîâàííûõ ñòàòüÿõ.

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïî âðåìåíè áûëè ïîëó÷åíû Í. Í. Êðàñîâñêèì [11].
Îáîáùåíèå ýòèõ òåîðåì äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè
äàíî â [3, 5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè âîçäåé-
ñòâèÿìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà äîêàçàíû òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ïî âðåìåíè ñêîëü óãîäíî ìàëà, ò.å. ïðàêòè÷åñêè áëèçêà ê çíàêîïîñ-
òîÿííîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíû òàêæå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
(íåóñòîé÷èâîñòè) ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì íà ïîâåðõíîñòÿõ

dx

dt
= f(t, x), t 6= τi(x),

∆x = Ii(x), t = τi(x), i ∈ N,
(1)

ãäå t ∈ R+, x ∈ Ω ⊂ Rn, Ω = {x : ‖x‖ < H (H > 0)},
f ∈ C(R+ × Ω, Rn), f(t, 0) ≡ 0; f(t, x) ∈ Lip(x), Ii ∈ C(Ω, Rn),
Ii(x) ∈ Lip, Ii(0) ≡ 0, τi ∈ C1(Ω, R+), τi(x) � ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà,
0 < τ1(x) < τ2(x) < . . . è τi(x) →∞ ïðè i →∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå x(t) = x(t, t0, x0) ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò,
íåïðåðûâíî ñëåâà è ïåðåñåêàåò êàæäóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü t = τi(x) òîëüêî
îäèí ðàç. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ áèåíèé ðåøåíèé î ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1, c.23-25].
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Çàìåòèì, ÷òî ïîä óñòîé÷èâîñòüþ íóëåâîãî ðåøåíèÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1)
ïîíèìàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó [11].

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè V : R+×BH →
R, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì: ôóíêöèÿ V (t, x) íåïðåðûâíà ñëåâà è
V (t, 0) ≡ 0 ïðè ëþáîì t ∈ R+. Ïðè t 6= τi(x) îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ îò
ôóíêöèè V (t, x) â ñèëó ñèñòåìû (1)

V̇(1)(t, x) =
∂V

∂t
(t, x) +

〈∂V

∂x
(t, x), f(t, x)

〉
.

Â äàëüíåéøåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âäîëü ðåøåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç v(t) = V (t, x(t, t0, x0)), à ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ðàçðûâà t = τi(x) � ÷åðåç τi.

Ôóíêöèþ a : R+ → R+ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé êëàññà Õàíà (a ∈ K) ,
åñëè a(r) � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è a(0) = 0.

2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü. Â òåîðåìàõ ïðÿìîãî ìåòîäà
Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ïî âðåìåíè áûëà îïðåäåëåííî-îòðèöàòåëüíîé. Â [8]
äîêàçàíà òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ îáîáùàåò
àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó Ëÿïóíîâà íà êëàññ èìïóëüñíûõ ñèñòåì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ, íàëàãàåìûå íà
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

a(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b(‖x‖) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ω, a, b ∈ K, (2)

è, ëèáî óñëîâèÿì A:

V̇(1)(t, x) ≤ −1/kc(‖x‖) äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N), c ∈ K, (3)

V (τk + 0, x + Ik(x))− V (τk, x) ≤ 0 (k ∈ N), (4)

inf
k∈N

(τk(x)− τk−1(x)) ≥ θ > 0, (x ∈ Ω), (5)

ëèáî óñëîâèÿì B:

V̇(1)(t, x) ≤ 0 äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N) (6)

V (τi + 0, x + Ik(x))− V (τk, x) ≤ −1/kc(‖x‖) (k ∈ N), c ∈ K, (7)

Åñëè ak ≥ 0 è ðÿä
∑∞

k=1 ai ðàñõîäèòñÿ, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 18.1 [1, ñ. 132] ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t0 ∈ R+

ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t0 ∈ R+, x0 ∈ Bδ ïðè
t > t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖x(t, t0, x0)‖ ≤ ε. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ
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òðàåêòîðèÿ x(t) = x(t, t0, x0) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îáëàäàåò
ñâîéñòâîì limt→∞ x(t, t0, x0) = 0.

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé
è íåâîçðàñòàþùåé, ïîýòîìó îíà èìååò ïðåäåë limt→∞ v(t) = η ≥ 0, ïðè÷åì
v(t) ≥ η äëÿ âñåõ t ∈ R+.

Ïîêàæåì, ÷òî η = 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü η > 0, òîãäà èç
íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî

‖x(t, t0, x0)‖ ≥ b−1(η). (8)

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì c = c(b−1(η)).
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À òåîðåìû, òîãäà, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà

(3)-(5), (8), ïîëó÷èì

0 ≤ v(τk) ≤ v(t0) +
∫ τk

t0

v′(t)dt = v(t0) +
k∑

i=1

∫ τi

τi−1

v′(t)dt ≤

≤ v(t0)− c
k∑

i=1

ai

∫ τi

τi−1

dt = v0 − c
k∑

i=1

ai(τi − τi−1) ≤ v0 − cθ
k∑

i=1

ai.

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ïðè áîëüøèõ ê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî η = 0.
Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2) ïîëó÷èì, ÷òî limt→∞ x(t) = 0.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ B òåîðåìû, òîãäà â ñèëó (7), (8) èìååì

v(τk + 0)− v(τk) ≤ −akc.

Îòêóäà
0 ≤ v(τk + 0) ≤ v(τk)− akc (k ∈ N).

Èç óñëîâèÿ (6) ïîëó÷èì

v(τk) ≤ v(τk−1 + 0) (k ∈ N).

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èìååì

0 ≤ v(τk+0) ≤ v(τk−1+0)−akc ≤ v(τk−2+0)−akc−ak−1c ≤ · · · ≤ v(t0)−c
k∑

i=1

ai.

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòàíîâèòñÿ
îòðèöàòåëüíîé ïðè áîëüøèõ ê. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
η = 0. Èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî limt→∞ x(t) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

ẋ1 = x2
2 − x1x

3
2, x1(τk + 0) =

√
k − 1

k
x2;
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ẋ2 = −x1x2 + x2
1x

2
2, x2(τk + 0) =

√
k − 1

k
x1;

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âîçüìåì â âèäå V = x2
1 + x2

2.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, à èìåííî:

V̇ = 2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = 2(x1x
2
2 − x2

1x
3
2 − x1x

2
2 + x2

1x
3
2) ≡ 0.

∆Vk =
k − 1

k
x2

2 +
k − 1

k
x2

1 − x2
1 − x2

2 = −1/k(x2
1 + x2

2) ≤ 0.

Êîýôôèöèåíòû â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä∑∞
k=1

1
k , êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó íóëåâîå ðåøåíèå

ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Çàìå÷àíèå 1. Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ τk(x) � ëþáûå ôóíêöèè,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïîñòàíîâî÷íîé ÷àñòè (ðàçäåë 1) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì òåîðåìàì.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî
âûñøåãî ïðåäåëà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

a(‖x‖) ≤ V (t, x) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ω, a ∈ K,

è, ëèáî óñëîâèÿì A:

V̇(1)(t, x) ≤ −akc(V ) äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N),

V (τk + 0, x + Ik(x))− V (τk, x) ≤ 0 (k ∈ N),

inf
k∈N

(τk(x)− τk−1(x)) ≥ θ > 0, (x ∈ Ω),

ëèáî óñëîâèÿì B:

V̇(1)(t, x) ≤ 0 äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N)

V (τi + 0, x + Ik(x))− V (τk, x) ≤ −akc(V ) (k ∈ N).

Åñëè ak ≥ 0 è ðÿä
∑∞

k=1 ai ðàñõîäèòñÿ, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 18.1 [1, ñ. 132] íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî.

Ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(t)
èìååò ïðåäåë limt→∞ v(t) = η ≥ 0. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî η = 0, ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: ïóñòü η > 0.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ À òåîðåìû, òî

0 ≤ v(τk) ≤ v(t0) +
∫ τk

t0

v′(t)dt = v(t0) +
k∑

i=1

∫ τi

τi−1

v′(t)dt ≤
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≤ v(t0)− c(η)
k∑

i=1

ai

∫ τi

τi−1

dt ≤ v0 − c(η)θ
k∑

i=1

ai. (9)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ B òåîðåìû, òî, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1,
ïîëó÷èì

0 ≤ v(τk + 0) ≤ v(τk−1 + 0)− c(η)ak ≤ · · · ≤ v(t0)− c(η)
k∑

i=1

ai. (10)

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ (9), (10)
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé ïðè áîëüøèõ ê. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-
âàåò, ÷òî η = 0, ïîýòîìó limt→∞ x(t) = 0.

Â äîêàçàííûõ òåîðåìàõ ïðîèçâîäíàÿ (ñêà÷êè) ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñêîëü
óãîäíî áëèçêè ê íóëþ, íî îñòàþòñÿ îïðåäåëåííî îòðèöàòåëüíûìè. Äîêàæåì
òåîðåìó îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé
(ñêà÷êàìè) ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

a(‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ b(‖x‖) äëÿ (t, x) ∈ R+ × Ω, a, b ∈ K,

V̇(1)(t, x) ≤ 0 äëÿ t 6= τi(x),

V (τi + 0, x + Ii(x))− V (τi, x) ≤ 0 (i ∈ N).

Åñëè ïðè ýòîì âäîëü ðåøåíèé âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
A: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p ñóùåñòâóåò s > p (s ∈ N) òàêîå, ÷òî

∆Vs ≤ −c(‖x‖), c ∈ K;
ëèáî
B: ñóùåñòâóåò γ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ t∗ > T òàêîå,
÷òî

V̇(1)(t, x) ≤ −c(‖x‖) ïðè t ∈ [t∗, t∗ + ∆t], ãäå ∆t ≥ γ > 0, c ∈ K, (11)

òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî, ÷òî ñëåäóåò

èç òåîðåìû 18.1 [1, ñ.132]. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v(t) � íåâîçðàñòàþùàÿ, òî ñóùåñòâóåò
ïðåäåë limt→∞ v(t) = η ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî η > 0, òîãäà èç
íåðàâåíñòâà (2) ïîëó÷èì îöåíêó (8).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (À) òåîðåìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {∆Vis}, êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü {∆Vs}, òàêàÿ,
÷òî ∆Vs ≤ −c(‖x‖) (s ∈ N). Ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïîëó÷èì

0 ≤ v(τs + 0) ≤ v(τs−1 + 0)− c ≤ · · · ≤ v(t0)− cs, (12)

ãäå c = c(b−1(η)).
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Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (Â). Ïîëîæèì T = t0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
ñóùåñòâóåò òàêîå t1 > T , ÷òî íà [t1, t1+γ] âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11). Ïîëàãàÿ
T = t1, íàéäåì èíòåðâàë [t2, t2 + γ], íà êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
V (t, x) ïî âðåìåíè òàêæå áóäåò îòðèöàòåëüíîé. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ [ts, ts + γ], â êàæäîì èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (11). Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî âäîëü ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ îò
t0 äî ts + γ , ïîëó÷èì

0 < v(ts + γ) ≤ v(t0) +
∫ ts+γ

t0

v′(t)dt =

= v(t0) +
s∑

i=1

∫ ti+γ

ti

v′(t)dt ≤ v(t0)− csγ. (13)

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (12), (13)
îòðèöàòåëüíû ïðè áîëüøèõ s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî η = 0, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå limt→∞ x(t) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

ẋ1 = −x3
1 sin2 t + x2(x2 − x1)3, ∆x1 = −x1 + x2

ẋ2 = −x3
2 sin2 t− x1(x2 − x1)3, ∆x2 = −x2 + x1;

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âîçüìåì â âèäå V = x2
1 + x2

2.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3, à èìåííî:

V̇ = 2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = −2 sin2 t(x4
1 + x4

2) ≤ 0.

∆Vi = (x1 + ∆x1)2 + (x2 + ∆x2)2 − (x2
1 + x2

2) ≡ 0.

Ïðîèçâîäíàÿ V̇ = 0 ïðè sin t = 0, t = πk, k = 0, 1, 2 . . .. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, 1). Òîãäà | sin t| > ε ïðè t ∈ (arcsin ε+πk, π−arcsin ε+πk),
k = 0, 1, 2 . . ., è

V̇ ≤ −2ε2(x4
1 + x4

2) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

3. Íåóñòîé÷èâîñòü. Äîêàæåì ðÿä òåîðåì î íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îáëàñòè R+ × Bh óñëîâèþ

V (t, x) ≤ b(‖x‖), (t, x) ∈ R+ × Bh, b ∈ K (14)

è óñëîâèÿì A:

V̇(1)(t, x) ≥ ak c(‖x‖) äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N), c ∈ K, (15)
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∆Vk = V (τk + 0, x + Ik(x))− V (τk, x) ≥ 0 (k ∈ N), (16)

inf
k∈N

(τk(x)− τk−1(x)) = θ > 0, (x ∈ Bh), (17)

èëè óñëîâèÿì B:

V̇(1)(t, x) ≥ 0 äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N), (18)

∆Vk ≥ ak c(‖x‖) (k ∈ N) c ∈ K, (19)

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò ñóùåñòâóþò òî÷êè x, äëÿ êîòîðûõ V (t, x) > 0. Åñëè ak ≥ 0
è ðÿä

∑∞
k=1 ai ðàñõîäèòñÿ, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâî.

Óêàçàííàÿ â òåîðåìå îáëàñòü Bh ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé h-îêðåñòíîñòü íóëÿ:
Bh = {x : ‖x‖ < h (0 < h < H)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α > 0 - ñêîëü óãîäíî ìàëî. Ïî óñëîâèþ,
â îêðåñòíîñòè ‖x‖ < α íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî V (t0, x0) > 0. Îáîçíà÷èì
V (t0, x0) = V0. Äîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t), âûõîäÿùàÿ èç âûáðàííîé
òàêèì îáðàçîì òî÷êè x0, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âûéäåò çà ïðåäåëû îáëàñòè Bh.

Â ñèëó óñëîâèé (15),(16) èëè (18),(19) ôóíêöèÿ v(t) � íåóáûâàþùàÿ,
ñëåäîâàòåëüíî, v(t) ≥ v(t0) = V0 > 0 ïðè âñåõ t > t0. Èç íåðàâåíñòâà (14)
ïîëó÷èì

‖x(t, t0, x0)‖ ≥ b−1(V0) ïðè t ≥ t0. (20)

Òàê êàê ôóíêöèÿ V (t, x) èìååò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë (íåðàâåíñòâî
(14)), òî îíà áóäåò îãðàíè÷åíà:

V (t, x) ≤ M (M > 0) äëÿ (t, x) ∈ R+ ×Bh. (21)

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ À, òî, ó÷èòûâàÿ (20), ïîëó÷èì

V̇(1)(t, x) ≥ ak c(b−1(V0)).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî âäîëü òðàåêòîðèè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà
(15)-(17), (21)

M ≥ v(τk) ≥ v(t0) +
∫ τk

t0

v′(t)dt = V0 +
k∑

i=1

∫ τi

τi−1

v′(t)dt ≥

≥ V0 + c(b−1(V0))
k∑

i=1

ai(τi − τi−1) ≥ V0 + c(b−1(V0))θ
k∑

i=1

ai.

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå ê, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà áóäåò áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà M . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå x(t, t0, x0) ïîêèäàåò îáëàñòü Bh çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Åñëè èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ Â, òî èç íåðàâåíñòâà (19) ïîëó÷èì

v(τk + 0)− v(τk) ≥ ak c(b−1(V0)) (k ∈ N).
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Îòêóäà
v(τk + 0) ≥ v(τk) + ak c(b−1(V0)) (k ∈ N). (22)

Èç óñëîâèÿ (18) èìååì

v(τk) ≥ v(τk−1 + 0) (k ∈ N). (23)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (22), (23), ïîëó÷èì

v(τk + 0) ≥ v(τk−1 + 0) + ak c(b−1(V0)) (k ∈ N).

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ èòåðàöèîííóþ ôîðìóëó, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

M ≥ v(τk + 0) ≥ v(τk−1 + 0) + ak c(b−1(V0)) ≥

≥ v(τk−2 + 0) + c(b−1(V0))(ak + ak−1) ≥ · · · ≥ v(t0) + c(b−1(V0))
k∑

i=1

ai.

Òàê êàê ðÿä
∑∞

k=1 ak ðàñõîäèòñÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå ê, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà áóäåò áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà M . Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè V (t, x) çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå x(t, t0, x0) ïîêèäàåò ìíîæåñòâî Bh

çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 3. Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋ1 = 1/tx3
1 + x1x

2
2, ∆x1 = −x1 + x2;

ẋ2 = 1/tx3
2 − x2

1x2, ∆x2 = −x2 + x1;

τk = k, k ∈ N.

Ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âîçüìåì â âèäå V = 1/2(x2
1 + x2

2).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ À òåîðåìû 4, à èìåííî:

V̇ = x1ẋ1 + x2ẋ2 = 1/tx4
1 + x2

1x
2
2 + 1/tx4

2 − x2
1x

2
2 = 1/t(x4

1 + x4
2).

Ïîñêîëüêó íà êàæäîì èíòåðâàëå íåïðåðûâíîñòè t ∈ (τk−1; τk], (k ∈ N), òî
1
t
≥ 1

k
, ïîýòîìó

V̇ = 1/t(x4
1 + x4

2) ≥ 1/k(x4
1 + x4

2), t ∈ (τk−1; τk], (k ∈ N).

∆Vk = x2
2 + x2

1 − x2
1 − x2

2 ≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî

ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà íå âî âñåé îáëàñòè Bh, à
òîëüêî â íåêîòîðîé åå ÷àñòè.
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Îáîçíà÷èì Ï = {(t, x) ∈ R+ × Bh : V (t, x) > 0} � ìíîæåñòâî òî÷åê,
â êîòîðûõ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëüíà.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îáëàñòè R+ × Bh

óñëîâèÿì À:

V̇(1)(t, x) ≥ ak ϕ(V (t, x)) äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N), (24)

∆Vk ≥ 0 (k ∈ N), (25)

inf
k∈N

(τk(x)− τk−1(x)) = θ > 0, (x ∈ Bh), (26)

èëè óñëîâèÿì B:

V̇(1)(t, x) ≥ 0 äëÿ t ∈ (τk−1(x); τk(x)], (k ∈ N), (27)

∆Vk ≥ ak ϕ(V (τk, x)) (k ∈ N), (28)

ãäå ôóíêöèÿ ϕ : R+ → R+ íåïðåðûâíà, ϕ(0) = 0 è ϕ(s) > 0 ïðè s > 0.
Åñëè ôóíêöèÿ V (t, x) ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, îãðàíè÷åíà â îáëàñòè Ï, ak ≥ 0
è ðÿä

∑∞
k=1 ai ðàñõîäèòñÿ, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû â ëþáîé ñêîëü óãîäíî
ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî
V (t0, x0) > 0. Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå x(t), âûõîäÿùåå èç òî÷êè x0, ñî
âðåìåíåì âûéäåò çà ïðåäåëû îáëàñòè Ï.

Â ñèëó óñëîâèé À èëè Â ôóíêöèÿ v(t) áóäåò íåóáûâàþùåé, ïîýòîìó v(t) ≥
v(t0) > 0 ïðè âñåõ t ≥ t0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè (t, x(t)) ∈ Ï ïðè âñåõ t ≥ t0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ t ≥ t0 çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V (t, x) áóäóò îãðàíè÷åíû:

V (t, x) ≤ M (M = const > 0). (29)

Ïóñòü
c = inf

V0≤s≤a0

ϕ(s), ãäå a0 = sup
(t,x)∈Π

V (t, x). (30)

Î÷åâèäíî, ÷òî c > 0.
Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ À. Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå,

ïîëó÷èì
V̇(1)(t, x) ≥ ak ϕ(V (t, x)) ≥ akc.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî âäîëü ðåøåíèÿ ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ
(24) - (26), (29)

M ≥ v(τk) ≥ v(t0) +
∫ τk

t0

v′(t)dt = V0 +
k∑

i=1

∫ τi

τi−1

v′(t)dt ≥
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≥ V0 + c
k∑

i=1

ai(τi − τi−1) ≥ V0 + cθ
k∑

i=1

ai. (31)

Ïðè áîëüøèõ ê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áóäåò áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà M .
Ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ Â. Èç íåðàâåíñòâà (27) ïîëó÷èì

v(τk−1 + 0)− v(τk) ≤ 0 (k ∈ N),

à óñëîâèå (28) ñ ó÷åòîì (30) ïðèìåò âèä

v(τk + 0)− v(τk) ≥ akc (k ∈ N).

Òîãäà ïîëó÷èì

M ≥ v(τk + 0) ≥ v(τk + 0) + Σk
i=1(v(τi−1 + 0)− v(τi)) ≥

≥ v(t0) + Σk
i=1(v(τi + 0)− v(τi)) ≥ V0 + c

k∑

i=1

ai. (32)

Ïðè áîëüøèõ ê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áóäåò áîëüøå çàäàííîãî ÷èñëà M .
Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè V (t, x) â îáëàñòè Ï, èç íåðàâåíñòâ (31), (32)
âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå x(t, t0, x0) îñòàâëÿåò ýòó îáëàñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ,
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìû 4, 5 îáîáùàþò òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèé èìïóëüñíûõ ñèñòåì [8], [1, ñ. 139], äîêàçàííûå òðàäèöèîííûì
îáðàçîì (áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ). Ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåì 4, 5, åñëè â êà÷åñòâå ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èñïîëüçî-
âàòü ðÿä, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî òîæåñòâåííî ðàâíû åäèíèöå.

Äîêàæåì òåîðåìó î íåóñòîé÷èâîñòè ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé
(ñêà÷êàìè) ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
V (t, x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ â îáëàñòè R+ × Bh óñëîâèÿì (14), (16), (18).
Åñëè ôóíêöèÿ V (t, x) ìîæåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîé
îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, è âäîëü ðåøåíèé âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî
èç óñëîâèé:

A: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p ñóùåñòâóåò s > p (s ∈ N) òàêîå, ÷òî

∆Vs ≥ c(‖x‖), c ∈ K; (33)

B: ñóùåñòâóåò η > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ t∗ > T
òàêîå, ÷òî

V̇(1)(t, x) ≥ c(‖x‖) ïðè t ∈ [t∗, t∗ + ∆t], ãäå ∆t ≥ η > 0, c ∈ K, (34)

òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
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êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî V (t0, x0) > 0. Ïîêàæåì, ÷òî
ðåøåíèå x(t, t0, x0) ñî âðåìåíåì âûéäåò çà ïðåäåëû îáëàñòè Bh.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ôóíêöèÿ v(t) áóäåò íåóáûâàþùåé â îáëàñòè Bh,
ïîýòîìó v(t) ≥ v(t0) > 0 ïðè âñåõ t ≥ t0. Èç íåðàâåíñòâà (14) ñëåäóåò îöåí-
êà (20). Òàê êàê ôóíêöèÿ V (t, x) èìååò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë,
òî îíà áóäåò îãðàíè÷åíà (íåðàâåíñòâî (21)).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (À) òåîðåìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {∆Vks}, êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü {∆Vs}, òàêàÿ,
÷òî ∆Vs ≥ c(‖x‖) (s ∈ N).

Äëÿ ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4,
ïîëó÷èì

M ≥ v(τs + 0) ≥ v(τs−1 + 0) + c(b−1(V0)) ≥

≥ v(τs−2 + 0) + 2c(b−1(V0)) ≥ · · · ≥ v(t0) + sc(b−1(V0)).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðè áîëü-
øèõ s, çíà÷èò íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïîêèíåò ìíîæåñòâî Bh çà
êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (Â). Ïîëîæèì T = t0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
ñóùåñòâóåò òàêîå t1 > T , ÷òî íà [t1, t1 +η] âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (34). Ïîëàãàÿ
T = t1, íàéäåì èíòåðâàë [t2, t2 + η], íà êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (t, x)
ïî âðåìåíè òàêæå áóäåò ïîëîæèòåëüíîé. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ [ts, ts + η], â êàæäîì èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (34). Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî âäîëü ðåøåíèÿ â ïðåäåëàõ îò
t0 äî ts + η, ïîëó÷èì

M ≥ v(ts + η) ≥ v(t0) +
∫ ts+η

t0

v′(t)dt ≥

≥ v(t0) +
s∑

i=1

∫ ti+η

ti

v′(t)dt ≥ V0 + sc(b−1(V0))η.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïðè áîëüøèõ s ñòàíîâèòñÿ áîëüøå
çàäàííîãî ÷èñëà M . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå
x(t, t0, x0) ïîêèäàåò îáëàñòü Bh çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) � íåóñòîé÷èâî.
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