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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïðèïóñòèìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

z(t) ∈ C1[0, T ]

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [1]

dz(t)/dt = A(t)z(t) + f(t) (1)

íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ [2, 3]
∫ T

0
H∗(s)f(s)ds 6= 0

äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t); òóò A(t) � íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[0, T ] ìàòðèöÿ, H(t) � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè, ñïðÿæåíî¨ äî
îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1).

Íàìè äîñëiäæåíî óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ [1, 2, 4] êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
ñèñòåìè (1) ç ïåðiîäè÷íîþ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

`z(·) := z(0)− z(T ) = 0 (2)

òà iìïóëüñíèì âïëèâîì [1, 3, 5, 6, 7, 8]

∆z(τ) = Sz(τ − 0) + µ, ∆z(τ) := z(τ + 0)− z(τ − 0). (3)

Íà âiäìiíó âiä ìîíîãðàôi¨ [1] òà ñòàòòi [3] ïîñòàâèìî çàäà÷ó íå ïðî
óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (1)
ç ôiêñîâàíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì (3), à äîñëiäæó¹ìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ
T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}I

}
,

à òàêîæ ìàòðèöi S ∈ Rn×n, ÿêà á äëÿ ôiêñîâàíîãî âåêòîðà µ := 0 ãàðàíòóâàëà
á ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨ çàäà÷i äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t). Ïîñòàâëåíà
çàäà÷à ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî
âïëèâó, íàâåäåíèõ ó ìîíîãðàôi¨ [1, c. 248] òà ñòàòòi [3] íà âèïàäîê µ := 0 òà
íå ôiêñîâàíî¨ ìàòðèöi S.
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Óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i
çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó

Ïîçíà÷èìî X0(t) íîðìàëüíó (X0(τ) = In) ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ [9, 10]
îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}I

}
, 0 < τ < T

äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ç iìïóëüñíèì âïëèâîì (1), (3) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

z(t, c) = X(t)c +K
[
f(s)

]
(t), c ∈ Rn,

äå

K
[
f(s)

]
(t) :=





−X0(t)
∫ τ
t X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [0, τ [,

X0(t)
∫ t
τ X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [τ, T ]

óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Ãðiíà çàäà÷i Êîøi z(τ) = 0 äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨
ñèñòåìè (1) òà X(t)− íîðìàëüíà (X(τ − 0) = In) ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ
îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1) ç iìïóëüñíèì âïëèâîì (3)

X(t) =

{
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Ïîçíà÷èìî ìàòðèöi Q := `X0(·), Q := `X(·) òà îðòîïðîåêòîð [1] PQ∗ : Rn →
N(Q∗). Äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (1) ç ïåðiîäè÷íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ (2) òà
iìïóëüñíèì âïëèâîì (3) ðîçâ'ÿçíà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t),
ÿêùî PQ∗ = 0. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi
S ∈ Rn×n : [

Q−X(T )S
]
·
[
Q−X(T )S

]+

= In. (4)

Ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ íå ìåíøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó; äiéñíî, äëÿ çàäà÷i (1) � (3) ìà¹
ìiñöå êðèòè÷íèé âèïàäîê (detQ = 0), â òîé æå ÷àñ

det
[
Q−X(T )S

]
6= 0, det

[
Q−X(T )S

]+

= det
[
Q−X(T )S

]−1

6= 0.

Âèðîäæåíà ìàòðèöÿ Q ó äåÿêîìó áàçèñi ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

Q = Φ · J ·Ψ, det Φ 6= 0, detΨ 6= 0,

äå
J :=

(
Ir O
O O

)
, PJ :=

(
O O
O In−r

)
;
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òóò PJ : Rn → N(J) � îðòîïðîåêòîð [1] ìàòðèöi J . Îòæå, ðiâíÿííÿ (4) ìà¹
ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ

S := −X−1
0 (T ) · Φ ·ΠJ ·Ψ ∈ Rn×n, ΠJ :=

(
O O
O Cn−r

)
, detCn−r 6= 0.

Áóäü ÿêîìó äiéñíîìó ðîçâ'ÿçêó S ðiâíÿííÿ (4) âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà
ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1) ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì (3):

X(t) =

{
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Ìàòðèöi X(t) âiäïîâiäà¹ íå ìåíø íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (3)

z(t, c) = K
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
f(s)

]
(·).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà. ßêùî çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ T -ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (1) ó ïðîñòîði z(t) ∈ C1[0, T ] íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíà

∫ T

0
H∗(s)f(s)ds 6= 0,

òî äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4)

S := −X−1
0 (T ) · Φ ·ΠJ ·Ψ ∈ Rn×n, ΠJ :=

(
O O
O Cn−r

)
, detCn−r 6= 0

òà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) ó ïðîñòîði

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}I

}

iñíó¹ íå ìåíø íiæ îäèí ðîçâ'ÿçîê

z(t) = G
[
f(s);S

]
(t)

êðàéîâî¨ çàäà÷i ç ïåðiîäè÷íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì (1),
(2), (3), äå S = S, µ := 0,

G
[
f(s);S

]
(t) := K

[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
f(s)

]
(·)

� óçàãàëüíåíèé îïåðàòîð Ãðiíà çàäà÷i ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ T -ïåðiîäè÷íî¨
çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (1) çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó (3).
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Ó çàëåæíîñòi âiä ìàòðèöi S iìïóëüñíèé âïëèâ (3) çà óìîâè

det
(

In + S
)
6= 0

� íåâèðîäæåíèé [1, 5], àáî æ âèðîäæåíèé [9, 10]:

det
(

In + S
)

= 0.

Ïðèêëàä. Óìîâè äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ ó âèïàäêó 2π-
ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè

dz/dt = A(t)z + f(t),

ÿêà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó êëàñi
z(t) ∈ C1[0; 2π]; â òîé æå ÷àñ ó êëàñi ôóíêöié

z(t) ∈ C1

{
[0, 2π] \ {τ}I

}
, τ := π

êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè ç ïåðiîäè÷íîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì
âïëèâîì

dz/dt = Az + f(t), t 6= τ, `z(·) = 0, ∆z(τ) = Sz(τ − 0) (5)
ðîçâ'ÿçíà äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t); òóò

A(t) =




1 0 0
0 0 1
0 −1 0


 .

Äiéñíî, ó âèïàäêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5)
ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ äiéñíèé
ðîçâ'ÿçîê

S =




0 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà (X(π − 0) = I3) ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ
îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (5) ç íåâèðîäæåíèì (det(I3 +S) 6= 0) iìïóëüñíèì
âïëèâîì:

X(t) =








et−π 0 0
0 − cos t − sin t

0 sin t − cos t


 , t ∈ [0, τ [,




et−π 0 0
0 −2 cos t −2 sin t

0 2 sin t −2 cos t


 , t ∈ [τ, T ].
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Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) òà çíàéäåíî¨ ìàòðèöi X(t) iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5)
ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨

f(t) =




0
0

sin t




2π-ïåðiîäè÷íà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) íåðîçâ'ÿçíà, â òîé
æå ÷àñ ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5)
ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà âèðîäæåíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê

G
[
f(s);S

]
(t) =

1
2




0
π cos t− t cos t + sin t
−π sin t + t sin t


 , t ∈ [0, τ [,

G
[
f(s);S

]
(t) =

1
2




0
3π cos t− t cos t + sin t
−3π sin t + t sin t


 , t ∈ [τ, T ].

Ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ òàêîæ äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê

S1 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

ÿêîìó âiäïîâiäà¹ íîðìàëüíà (X1(π − 0) = I3) ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ
îäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (5) ç âèðîäæåíèì (det(I3 + S1) = 0) iìïóëüñíèì
âïëèâîì:

X1(t) =




et−π 0 0
0 − cos t − sin t
0 sin t − cos t


 , t ∈ [0, π[;

äëÿ t ∈ [π, 2π] :

X1(t) =




et−π 0 0
0 − cos t + sin t − cos t− sin t
0 − cos t + sin t − cos t− sin t


 .

Äëÿ òàêî¨ æ ôóíêöi¨ f(t) ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨
ñèñòåìè (5) ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà âèðîäæåíèì iìïóëüñíèì âïëèâîì
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê; äëÿ t ∈ [0, π[:

G
[
f(s)

]
(t) =

1
2




0
(π + 1) sin t− t cos t

π cos t + t sin t


 ;
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äëÿ t ∈ [π, 2π] :

G
[
f(s)

]
(t) =

1
2




0
(2π − t) cos t + (π + 1) sin t

π cos t + t sin t


 .

Çãiäíî òðàäèöiéíî¨ êëàñèôiêàöi¨ êðàéîâèõ çàäà÷ [1] ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà
çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5) ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà
iìïóëüñíèì âïëèâîì ¹ íåêðèòè÷íîþ. Äiéñíî, äëÿ ìàòðèöi S = S ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü PQ∗ = 0, äå

Q =




e−π − eπ 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Òàê ñàìå, äëÿ ìàòðèöi S = S1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü PQ∗1 = 0, äå

Q1 =




e−π − eπ 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

îòæå, ðåãóëÿðèçîâàíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè (5)
ç 2π-ïåðiîäè÷íîþ óìîâîþ òà iìïóëüñíèì âïëèâîì ¹ íåêðèòè÷íîþ. Ïîáóäîâàíà
íàìè ìàòðèöÿ S, à îòæå i óìîâà ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíiéíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i çà äîïîìîãîþ iìïóëüñíîãî âïëèâó PQ∗ = 0, íå çàëåæàòü âiä âèáîðó
äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f(t) íàâiäìiíó âiä ñõåìè, çàïðîïîíîâàíî¨
ó ìîíîãðàôi¨ [1]. Íà çàâåðøåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëà äëÿ çíàõîäæåííÿ
iìïóëüñíîãî âïëèâó (3) ðåãóëÿðèçîâàíî¨ T -ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè (1)
ìîæå áóòè ïîøèðåíà íà áiëüø çàãàëüíi, çîêðåìà, íåòåðîâi êðàéîâi çàäà÷i
[6, 7, 8, 11, 12].

Ïîäÿêà. Àâòîðè ñòàòòi âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó ÷ëåíó-êîðåñïîíäåíòó
ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîðó ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðó À.À.Áîé÷óêó çà ïîñòiéíó
óâàãó äî ðîáîòè òà îáãîâîðåííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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