
Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà
Ñåðiÿ "Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà"

ÓÄÊ 517.984.3 � 1081, 2013, ñ.33�44

Ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûå îïåðàòîðû â
ïðîñòðàíñòâàõ `p (1 ≤ p < ∞) è c0

Â.À. Ìàð÷åíêî
Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Â.Í. Êàðàçèíà,

ïë. Ñâîáîäû, 4, 61022, Õàðüêîâ, Óêðàèíà
vitalii.marchenko@karazin.ua

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà,
êîòîðîå îáîáùàåò ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîãî ïî Ðèññó îïåðàòîðà íà ñëó÷àé
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì. Ïîëó÷åíà òåîðåìà
îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâàõ `p (1 ≤ p < ∞) è c0.
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1. Ââåäåíèå
Ôóíäàìåíòàëüíîé êîíöåïöèåé àíàëèçà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ C0-ïîëóãðóïïû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-
òîðîâ [1]�[5]. Ìíîæåñòâî ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðè-
çóþòñÿ àáñòðàêòíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0 (1)

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðûõ çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî (1) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0, ò.å. îïåðàòîð A ÿâëÿ-
åòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì ãåíåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû. Âî ìíîãèõ ïðèëîæå-
íèÿõ óðàâíåíèå (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H è, áîëåå òîãî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà
ïðîñòðàíñòâà H, ò.å. A � ñïåêòðàëüíûé ïî Ðèññó îïåðàòîð. Òàêèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò, ê ïðèìåðó, ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [1], ñèñòåìû ñ çàïàçäû-
âàíèåì íåéòðàëüíîãî òèïà [2]�[4], ðåãóëÿðíûå ñèñòåìûØòóðìà-Ëèóâèëëÿ [5].
Äàííîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî öåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè-
ëîæåíèé, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óïðîñòèòü ìåòîäû èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëÿåìîñòè, íàáëþäàåìîñòè áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ñèñòåì, ñì., ê ïðèìåðó, [1]�[4]. Áîëüøå èíôîðìàöèè î ñïåêòðàëüíûõ ïî Ðèññó
îïåðàòîðàõ ñîäåðæèòñÿ â [1].

Â äàííîé ðàáîòå çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðàáîòêå ñïåêòðàëüíîãî ïîäõî-
äà ê ñèñòåìàì (1), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî-
ñêîëüêó íåãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íå îáëàäàþò áàçèñîì Ðèññà, â ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, ìû õîòèì âûÿâèòü êëàññ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âîîáùå âîçìîæíà ðàçðàáîòêà ñïåêòðàëüíîãî ïîäõî-
äà, ïîäîáíîãî ñóùåñòâóþùåìó â ïðîñòðàíñòâàõ Ãèëüáåðòà. È, âî-âòîðûõ, ìû
õîòèì îáîñíîâàòü ñïåêòðàëüíûé ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì (1) â íåêî-
òîðûõ êîíêðåòíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èç âûÿâëåííîãî êëàññà. Òàê êàê
âñÿêèé áàçèñ Ðèññà ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, â
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèììåòðè÷íûå ñïåêòðàëüíûå áàçèñû â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì. Ïðîñòðàíñòâà ñ ñèììåò-
ðè÷íûì áàçèñîì áûëè âïåðâûå ââåäåíû è èçó÷åíû È. Çèíãåðîì [6] â ñâÿçè
ñ îäíîé çàäà÷åé Ñ. Áàíàõà è âîïðîñîì ×. Áåññàãè è À. Ïåë÷èíñêîãî èç èçî-
ìîðôíîé òåîðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ìû ââîäèì ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà, êîòîðîå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïî
Ðèññó îïåðàòîðà íà ñëó÷àé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçè-
ñîì. Òàêæå ìû ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ñèììåòðè÷åñêè-
ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ `p (1 ≤ p < ∞) è c0, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïîäõî-
äà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì (1) â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïî-
ëó÷åíî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòî-
ðà A, äåéñòâóþùåãî â `p èëè c0, ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçîëüâåíòû
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(A−λI)−1, êðèòåðèé ïîðîæäåíèÿ îïåðàòîðîì C0-ïîëóãðóïïû è ñîîòíîøåíèå
äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ ðîñòà C0-ïîëóãðóïïû â òåðìèíàõ ñïåê-
òðà σ(A). Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì Òåîðå-
ìû 2.3.5 èç [1] î ñâîéñòâàõ ñïåêòðàëüíûõ ïî Ðèññó îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñèììåòðè÷íûå áàçèñû
Âñþäó äàëåå ÷åðåç {en}∞n=1 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà `p, 1 ≤ p < ∞, ò.å. en = (δn
i ), n ∈ N, ãäå δn

i � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗ íà ýëåìåíò x áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X áó-
äåò îáîçíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 〈f, x〉. Â äàííîé ðàáîòå ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1 [7] Áàçèñ {φn}∞n=1 áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ X

sup
σ∈Π

sup
|βi|≤1, 1≤k<∞

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

βi〈ψi, x〉φσ(i)

∥∥∥∥∥ < ∞,

ãäå {ψn}∞n=1 ⊂ X∗ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñó áèîðòîãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèîíàëîâ), à Π îáîçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà N.

Ê ïðèìåðó, êàíîíè÷åñêèé áàçèñ {en}∞n=1 ïðîñòðàíñòâà c0 è `p, p ≥ 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Â òî æå âðåìÿ, â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1], p 6= 2, ñèì-
ìåòðè÷íûõ áàçèñîâ íå ñóùåñòâóåò [7]. Î÷åâèäíî, âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé áàçèñ
ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì. Âñå ñèììåòðè÷íûå áàçèñû èìåþò ñëåäóþùóþ õàðàê-
òåðèçàöèþ.

Óòâåðæäåíèå 1 [7] Ïóñòü {φn}∞n=1 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X, à {ψn}∞n=1 �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) {φn}∞n=1 � ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X.
2) Äëÿ âñÿêîãî x ∈ X èìååì, ÷òî

sup
(ρ×σ)∈Π×Π

∥∥∥∥∥
∞∑

i=1

〈ψρ(i), x〉φσ(i)

∥∥∥∥∥ < ∞.

3) Âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà {φσ(n)}∞n=1 áàçèñà {φn}∞n=1 ñàìà ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì, èçîìîðôíûì {φn}∞n=1.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì âçàèìíî íåýêâèâàëåíòíûõ ñèììåòðè÷íûõ áàçèñîâ [8]. Ïðèìåð áà-
íàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ñèììåòðè÷-
íûìè áàçèñàìè ñîäåðæèòñÿ â [9]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü,
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÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ `p, p ≥ 1 è c0 âñå ñèììåòðè÷íûå áàçèñû ýêâèâàëåíòíû
ìåæäó ñîáîé [8] (ñ. 129). Èíûìè ñëîâàìè, â ïðîñòðàíñòâàõ `p, p ≥ 1 è c0 ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî îäèí, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ñèììåòðè÷íûé áàçèñ, è
îí ýêâèâàëåíòåí êàíîíè÷åñêîìó. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîãî
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâàõ `p è c0 ïîçâîëÿåò ðàçâèòü ñ åãî ïîìîùüþ òåõíèêó,
ïîäîáíóþ òåõíèêå áàçèñîâ Ðèññà â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü {φn}∞n=1 � ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
`p, 1 ≤ p < ∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû M ≥ m > 0, òàêèå, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî x =

∞∑
n=1

αnφn ∈ `p,

m‖x‖p ≤
∞∑

n=1

|αn|p ≤ M‖x‖p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó {φn}∞n=1 � ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
`p, p ≥ 1 è â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ñèììåòðè÷íûå áàçèñû `p ýêâèâàëåíòíû ìåæäó
ñîáîé [8] (ñ. 129), íàéäåòñÿ èçîìîðôèçì F , òàêîé, ÷òî φn = Fen, n ∈ N. Åñëè
x =

∞∑
n=1

αnφn ∈ `p, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

‖x‖p =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

αnφn

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥F
∞∑

n=1

αnen

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖F‖p

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

αnen

∥∥∥∥∥
p

=

= ‖F‖p

∥∥∥∥∥∥




α1

α2

. . .




∥∥∥∥∥∥

p

= ‖F‖p
∞∑

n=1

|αn|p.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∞∑

n=1

|αn|p =

∥∥∥∥∥∥




α1

α2

. . .




∥∥∥∥∥∥

p

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

αnen

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥F−1
∞∑

n=1

αnφn

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖F−1‖p‖x‖p.

Óòâåðæäåíèå 3 Ïóñòü {φn}∞n=1 � ñèììåòðè÷íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà c0.
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû M ≥ m > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
x =

∞∑
n=1

αnφn ∈ c0,

m‖x‖ ≤ sup
n≥1

|αn| ≤ M‖x‖.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäûäóùåãî.

3. Ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûå îïåðàòîðû
Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü çàìêíóòûé, ëèíåéíûé îïåðàòîð A â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå X ñ áàçèñîì èìååò ïðîñòîé ñïåêòð {λn}n≥1 è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà {φn}n≥1 îáðàçóþò áàçèñ X. Åñëè {ψn}n≥1 � ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðà A∗, ñîîòâåòñòâóþùèå {λn}n≥1, à

ψ̃n =
ψn

〈ψn, φn〉
,

òî {φn}n≥1 è {ψ̃n}n≥1 áèîðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

λn〈ψm, φn〉 = 〈ψm, Aφn〉 = 〈A∗ψm, φn〉 = 〈λmψm, φn〉 = λm〈ψm, φn〉.

Åñëè òåïåðü λn 6= λm, òî 〈ψm, φn〉 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈ψ̃m, φn〉 = δm
n .

Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì ñïåêòðàëüíîãî ïî Ðèññó îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå [1], ââåäåì ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëü-
íîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, íàäåëåííîì
ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì. Ïóñòü A èìååò ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ {λn}n≥1, è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûå âåêòîðû
{φn}n≥1 îáðàçóþò ñèììåòðè÷íûé áàçèñ X. Åñëè çàìûêàíèå {λn}n≥1 òî-
òàëüíî ðàçäåëåíî, òî ìû íàçîâåì A ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûì îïåðà-
òîðîì.

Ïîä òîòàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ ìû ïîíèìàåì òî, ÷òî ìíîæåñòâî {λn}n≥1 íå
ñîäåðæèò äâóõ òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû êðèâîé, öåëèêîì ëå-
æàùåé â {λn}n≥1. Ñëåäîâàòåëüíî, Îïðåäåëåíèå 2 äîïóñêàåò ê ðàññìîòðå-
íèþ îïåðàòîðû ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê ñãóùåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê âñÿêèé áàçèñ Ðèññà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì,
ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïî Ðèññó îïåðàòîðà íà
ñëó÷àé áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì è âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ïîñëåäíåå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûå îïåðàòîðû îáðà-
çóþò ïîäêëàññ âî ìíîæåñòâå ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ñìûñëå Äàíôîðäà
è Øâàðöà [10].

4. Cèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûå îïåðàòîðû â `p è c0

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûå îïåðà-
òîðû â ïðîñòðàíñòâàõ `p (1 ≤ p < ∞) è c0 îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëü-
íûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ïîäîáíû ñâîéñòâàì ñïåêòðàëüíûõ ïî Ðèññó îïåðàòî-
ðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà î ñâîéñòâàõ ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
`p (1 ≤ p < ∞).
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Òåîðåìà 1 Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàí-
ñòâå `p (1 ≤ p < ∞) ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì {λn}∞1 è ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè {φn}∞1 , à {χn}∞1 � ñîáñòâåííûå âåêòîðà A∗. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

{
ψn = χn

〈χn,φn〉

}∞
1

.

Òîãäà îïåðàòîð A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(i) ρ(A) =

{
λ ∈ C : inf

n∈N
|λn − λ| > 0

}
, σ(A) = {λn}∞1 ,

(A− λI)−1 x =
∞∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉φn (λ ∈ ρ(A), x ∈ `p). (2)

(ii) Äëÿ âñÿêîãî x ∈ D(A) îïåðàòîð A èìååò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ax =
∞∑

n=1

λn〈ψn, x〉φn, (3)

ïðè÷åì D(A) =

{
x ∈ `p :

∞∑

n=1

|λn|p|〈ψn, x〉|p < ∞
}

.

(iii) Îïåðàòîð A ãåíåðèðóåò C0 -ïîëóãðóïïó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
n∈N

<(λn) < ∞; ïðè ýòîì äåéñòâèå ïîëóãðóïïû çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

T (t)x =
∞∑

n=1

eλnt〈ψn, x〉φn (t ≥ 0, x ∈ `p). (4)

(iv) Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðîñòà ïîëóãðóïïû ñîâïàäàåò ñ

ω0 = sup
n∈N

<(λn). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ Óòâåðæäåíèå 4, ìû îòìå÷àåì, ÷òî 〈ψm, φn〉 =

= δm
n , è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî x ∈ `p, x =

∞∑
n=1

〈ψn, x〉φn.

(i) Ðàññìîòðèì òî÷êó λ ∈ C, òàêóþ, ÷òî inf
n∈N

|λn − λ| ≥ a > 0. Óñòàíîâèì,
÷òî îïåðàòîð

Aλx =
∞∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉φn

ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A. Ïðèìåíèâ Óòâåðæäåíèå 2 äâàæäû, ìû
âèäèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ `p,

‖Aλx‖p ≤ 1
m

∞∑

n=1

1
|λn − λ|p |〈ψn, x〉|p ≤ 1

map

∞∑

n=1

|〈ψn, x〉|p ≤ M

map
‖x‖p,
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ò.å. Aλ � îãðàíè÷åí. Çàôèêñèðóåì x ∈ `p è ðàññìîòðèì

zN =
N∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉φn.

Òîãäà

(A− λI) zN =
N∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉(λnφn − λφn) =
N∑

n=1

〈ψn, x〉φn

è zN → Aλx, åñëè N → ∞. Íî (A− λI) zN → x ïðè N → ∞, è â ñèëó
çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Aλx ∈ D(A) è äëÿ âñÿêîãî
x ∈ `p

(A− λI) Aλx = x. (6)

Âîçüìåì òåïåðü y ∈ D(A) è ðàññìîòðèì x = (A− λI) y. Òîãäà, â ñèëó (6),
x = (A− λI) Aλx = (A− λI) Aλ (A− λI) y. Ñëåäîâàòåëüíî,

(A− λI) (y −Aλ (A− λI) y) = x− x = 0

è, òàê êàê λ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì A, òî äëÿ âñÿêîãî y ∈ D(A)

y = Aλ (A− λI) y.

Êîìáèíèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ (6) ïîëó÷èì, ÷òî λ ∈ ρ(A) è Aλ = (A− λI)−1 .
Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî, ÷òî

{
λ ∈ C : inf

n∈N
|λn − λ| > 0

}
⊂ ρ(A).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó λn ∈ σ(A)
è ñïåêòð çàìêíóòîãî îïåðàòîðà çàìêíóò, ìû èìååì, ÷òî σ(A) = {λn}∞1 è

ρ(A) =
{

λ ∈ C : inf
n∈N

|λn − λ| > 0
}

.

(ii) Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî

B =

{
x ∈ `p :

∞∑

n=1

|λn|p|〈ψn, x〉|p < ∞
}
⊂ D(A)

è ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ B ñïðàâåäëèâî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (3). Äëÿ

x ∈ B ðàññìîòðèì ýëåìåíò xN =
N∑

n=1
〈ψn, x〉φn. Òîãäà, ñîãëàñíî Óòâåðæäå-

íèþ 2, {xN}∞N=1 è {AxN =
N∑

n=1
λn〈ψn, x〉φn}∞N=1 ñõîäÿòñÿ ïðè N →∞ ê x è ê
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∞∑
n=1

λn〈ψn, x〉φn, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó çàìêíóòîñòè îïåðàòîðà A ìû çàêëþ-

÷àåì, ÷òî x ∈ D(A) è Ax =
∞∑

n=1
λn〈ψn, x〉φn.

Çíà÷èò, B ⊂ D(A) è íàì îñòàåòñÿ óâèäåòü, ÷òî D(A) ⊂ B. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî x ∈ D(A) è ðàññìîòðèì ýëåìåíò y = (A− λI) x, åñëè λ ∈ ρ(A). Íà
îñíîâàíèè äîêàçàííîãî ñâîéñòâà (i) ìû èìååì

x = (A− λI)−1 y =
∞∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, y〉φn

è x =
∞∑

n=1
〈ψn, x〉φn. Â ñèëó òîãî, ÷òî {φn}∞1 � áàçèñ, ìû èìååì

1
λn − λ

〈ψn, y〉 = 〈ψn, x〉 (n ∈ N).

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ B, òàê êàê äëÿ âñÿêîãî λ ∈ ρ(A),
∞∑

n=1

|λn|p|〈ψn, x〉|p =
∞∑

n=1

∣∣∣∣
λn

λn − λ

∣∣∣∣
p

|〈ψn, y〉|p =
∞∑

n=1

∣∣∣∣
λ

λn − λ
+ 1

∣∣∣∣
p

|〈ψn, y〉|p ≤

≤
∞∑

n=1

(∣∣∣∣
λ

λn − λ

∣∣∣∣ + |1|
)p

|〈ψn, y〉|p ≤
∞∑

n=1

( |λ|
µ

+ 1
)p

|〈ψn, y〉|p ≤

≤ M

( |λ|
µ

+ 1
)p

‖y‖p,

ãäå µ = inf
n∈N

|λn − λ|.
(iii) Åñëè îïåðàòîð A ãåíåðèðóåò C0-ïîëóãðóïïó T (t), òî

ω0 = inf
t>0

ln ‖T (t)‖
t

< ∞

è ëþáàÿ òî÷êà λ ∈ C : <(λ) > ω0 ïîïàäàåò â ρ(A). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
n∈N

<(λn) < ∞. (7)

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (7) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîðîæäåíèÿ îïåðàòî-
ðîì A ïîëóãðóïïû. Êàê áûëî ïîêàçàíî â (i), äëÿ âñÿêîãî λ , òàêîãî, ÷òî
<(λ) > sup

n∈N
<(λn) = ω, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A èìååò ïðåäñòàâëåíèå

(A− λI)−1 x =
∞∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉φn, (x ∈ `p), îòêóäà
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(A− λI)−k x =
∞∑

n=1

1
(λn − λ)k

〈ψn, x〉φn (k ∈ N).

Ïðèìåíèâ Óòâåðæäåíèå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî
∥∥∥(A− λI)−k x

∥∥∥
p
≤ 1

m

∞∑

n=1

1
|λn − λ|pk

|〈ψn, x〉|p ≤ M‖x‖p

m (Re(λ)− ω)pk
.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíóþ òåîðåìó Õèëëå - Èîñèäû, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
îïåðàòîð A ïîðîæäàåò C0-ïîëóãðóïïó T (t), ïðè÷åì

‖T (t)‖ ≤
√

M

m
eωt. (8)

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü (4). Îïðåäåëèì îïåðàòîð eAt äëÿ âñÿêîãî x ∈ `p òàê:

eAtx =
∞∑

n=1

eλnt〈ψn, x〉φn.

Ýòîò îïåðàòîð îãðàíè÷åí äëÿ âñÿêîãî t ≥ 0 â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 2 è óñëî-
âèÿ (7). Ðàññìîòðèì λ : <(λ) > ω. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàññà, íà
îñíîâàíèè (i) è ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçîëüâåíòû C0-ïîëóãðóïïû, èìååì

∞∫

0

e−λteAtxdt =

∞∫

0

e−λt
∞∑

n=1

eλnt〈ψn, x〉φndt =

=
∞∑

n=1

∞∫

0

e−λteλnt〈ψn, x〉φndt =
∞∑

n=1

1
λ− λn

〈ψn, x〉φn = − (A− λI)−1 x =

=

∞∫

0

e−λtT (t)xdt (x ∈ `p).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∫

0

e−λt
(
eAtx− T (t)x

)
dt = 0.

Åäèíñòâåííîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàññà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî (4).
(iv) Èç (iii) è íåðàâåíñòâà (8) èìååì, ÷òî T (t)φn = eλntφn, (t ≥ 0), è

ω0 = lim
t→∞

ln ‖T (t)‖
t

≤ ω = sup
n∈N

<(λn).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n,

ω0 = inf
t>0

ln ‖T (t)‖
t

≥ <(λn) è ω0 = sup
n∈N

<(λn).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ðÿä ñâîéñòâ ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêò-

ðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå c0.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàí-
ñòâå c0 ñ ïðîñòûì ñïåêòðîì {λn}∞1 è ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè {φn}∞1 , à {χn}∞1 � ñîáñòâåííûå âåêòîðà A∗.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

{
ψn = χn

〈χn,φn〉

}∞
1

.

Òîãäà îïåðàòîð A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(i) ρ(A) =

{
λ ∈ C : inf

n∈N
|λn − λ| > 0

}
, σ(A) = {λn}∞1 ,

(A− λI)−1 x =
∞∑

n=1

1
λn − λ

〈ψn, x〉φn (λ ∈ ρ(A), x ∈ c0). (9)

(ii) Äëÿ âñÿêîãî x ∈ D(A) îïåðàòîð A èìååò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ax =
∞∑

n=1

λn〈ψn, x〉φn, (10)

ïðè÷åì D(A) =
{

x ∈ c0 : sup
n∈N

|λn||〈ψn, x〉| < ∞
}

.

(iii) Îïåðàòîð A ãåíåðèðóåò C0 -ïîëóãðóïïó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
sup
n∈N

<(λn) < ∞; ïðè ýòîì äåéñòâèå ïîëóãðóïïû çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

T (t)x =
∞∑

n=1

eλnt〈ψn, x〉φn (t ≥ 0, x ∈ c0). (11)

(iv) Ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðîñòà ïîëóãðóïïû ñîâïàäàåò ñ
ω0 = sup

n∈N
<(λn). (12)

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà òåõ æå ðàññóæäåíèÿõ, ÷òî è äîêàçà-
òåëüñòâî Òåîðåìû 1, ñ ïðèâëå÷åíèåì Óòâåðæäåíèÿ 3.

Ïóíêò (i) Òåîðåì 1 è 2 òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè A � ñèììåòðè÷åñêè-
ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð â `p èëè c0, èìåþùèé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λn}∞1 ,
êîòîðûå ìîãóò ñãóùàòüñÿ òîëüêî íà áåñêîíå÷íîñòè, òî σ(A) = {λn}∞1 . Èíûìè
ñëîâàìè, îïåðàòîð A èìååò òîëüêî òî÷å÷íûé ñïåêòð. Â íåêîòîðîì ñìûñëå
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïóíêò (ii) Òåîðåì 1 è 2 äîïóñêàåò îáðàùåíèå, à èìåííî,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèå (3) èëè (10), ãäå {λn}∞1 � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, {φn}∞1
� ñèììåòðè÷íûé áàçèñ `p èëè c0, ñîîòâåòñòâåííî, è 〈ψm, φn〉 = δm

n . Åñëè
{λn}∞1 òîòàëüíî ðàçäåëåíî, òî A � ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûé îïåðà-
òîð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A çàìêíóò è ïëîòíî
îïðåäåëåí. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà `p. Â ñèëó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (3), äëÿ âñÿêîãî j ∈ N

φj ∈ D(A) =

{
x ∈ `p :

∞∑

n=1

|λn|p|〈ψn, x〉|p < ∞
}

è
Aφj =

∞∑

n=1

λn〈ψn, φj〉φn =
∞∑

n=1

λnδj
nφn = λjφj ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî {φn}∞1 � (âñå) ñîáñòâåííûå âåêòîðà A. Ïîñêîëüêó îíè
ôîðìèðóþò áàçèñ `p , îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè A ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}∞1 ⊂ D(A), òàêóþ, ÷òî xk → x∗, åñëè k →∞ è Axk → y∗ ïðè k →∞. Òàê
êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Axk}∞1 � îãðàíè÷åíà, ïðèìåíÿÿ Óòâåðæäåíèå 2, ìû
âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N,

M−1
∞∑

n=1

|λn〈ψn, xk〉|p ≤ ‖Axk‖p ≤ C,

m‖Axk‖p ≤
∞∑

n=1

|λn〈ψn, xk〉|p ≤ M‖Axk‖p.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî k →∞ äàåò
∞∑

n=1

|λn〈ψn, x∗〉|p ≤ MC,

m‖y∗‖p ≤
∞∑

n=1

|λn〈ψn, x∗〉|p ≤ M‖y∗‖p,

îòêóäà x∗ ∈ D(A). Òàê êàê òåïåðü

m‖Ax∗‖p ≤
∞∑

n=1

|λn〈ψn, x∗〉|p ≤ M‖Ax∗‖p,

òî Ax∗ = y∗ è A � çàìêíóòûé îïåðàòîð. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâà c0 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

5. Âûâîäû
Äàííàÿ ðàáîòà çàêëàäûâàåò îñíîâû ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ ñèñòåì (1) â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ñèììåòðè÷íûì áàçèñîì. Äëÿ ýòîãî ââîäèò-
ñÿ ïîíÿòèå ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå
ñïåêòðàëüíîãî ïî Ðèññó îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èñïîëüçóÿ
òîò ôàêò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ `p è c0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ
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äî èçîìîðôèçìà, ñèììåòðè÷íûé áàçèñ, è îí ýêâèâàëåíòåí êàíîíè÷åñêîìó áà-
çèñó, ìû óñòàíàâëèâàåì ðÿä ñâîéñòâ ñèììåòðè÷åñêè-ñïåêòðàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ `p è c0 (Òåîðåìû 1 è 2).

Ïîäîáíî òîìó, êàê òåõíèêà ñïåêòðàëüíûõ áàçèñíûõ ðèññîâñêèõ ðàçëî-
æåíèé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëÿåìîñòè
è íàáëþäàåìîñòè ñèñòåì (1) â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîëó÷åííûå â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü âåñüìà ïîëåçíû â èññëåäîâàíèè
óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè ñèñòåì (1) â ïðîñòðàíñòâàõ
`p (1 ≤ p < ∞) è c0.
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