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Äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå ÿâíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, êîòîðûå èìåþò âèä áèìîäàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî åñòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåñòàöèîíàðíûõ íåîäíîðîäíûõ
ìàêñâåëëèàíîâ. Îíè îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïîòîêîâ ãàçà,
êîòîðûå óñêîðÿþòñÿ è óïëîòíÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü íåïîäâèæíîé
îñè. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîé íåâÿç-
êè ìåæäó ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà : óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, òâåðäûå ñôåðû, Ìàêñâåë-
ëèàí, ïðèáëèæåííûå ÿâíûå ðåøåíèÿ, áèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
”óñêîðåíèå-óïëîòíåíèå”, èíòåãðàëüíàÿ íåâÿçêà.
Ãîðäåâñüêèé Â. Ä., Ëåìåøåâà Í. Â., Äâîïîòîêîâèé ðîçïîäië â ãàçi
ç òâåðäèõ êóëü ç ìîäàìè òèïó ”ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ”. Äëÿ
ìîäåëi òâåðäèõ êóëü ïîáóäîâàíî íàáëèæåíi ÿâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
Áîëüöìàíà, ÿêi ìàþòü âèãëÿä áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó, òîáòî ëiíiéíî¨
êîìáiíàöi¨ íåñòàöiîíàðíèõ íåîäíîðiäíèõ ìàêñâåëiàíiâ. Âîíè îïèñóþòü
âçà¹ìîäiþ ìiæ äâîìà òå÷iÿìè ãàçó, ÿêi ïðèñêîðþþòüñÿ òà çãóùóþòüñÿ
ïðè ðóñi âçäîâæ íåðóõîìî¨ îñi. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ìiíiìiçàöi¨
iíòåãðàëüíîãî âiäõèëó ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà, òâåðäi êóëi, Ìàêñâåëiàí, íàáëè-
æåíi ÿâíi ðîçâ'ÿçêè, áiìîäàëüíèé ðîçïîäië, ”ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ”,
iíòåãðàëüíèé âiäõèë.
V. D. Gordevskyy, N. V. Lemesheva, Bi�ow distribution in a gas of
hard spheres with modes of the ”accelerating-packing” type. We
constructed explicit approximate solutions of the Boltzmann equation for
the hard-sphere model, which have the form of bimodal distribution, i.e.
linear combination of nonstationary inhomogeneous Maxwellians. They
describe the interaction of two gas �ows, which are accelerated and packed
when moving along a �xed axis. Su�cient conditions for the minimization
of the integral error between the sides of Boltzmann equation are found.
Keywords: Boltzmann equation, hard spheres, Maxwellian, approximate
explicit solutions, bimodal distribution, ”accelerating-packing”, the integral
error.
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Ââåäåíèå
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé íåëè-

íåéíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, êîòîðîå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
äîñòàòî÷íî ðàçðåæåííîãî ãàçà è â ñëó÷àå ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð èìååò âèä
[1-3]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) =
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
; (2)

Q(f, f) =
d2

2

∫

R3

dv1

∫

Σ

dα|(v1 − v, α)|·

·[f(t, v
′
1, x)f(t, v

′
, x)− f(t, v1, x)f(t, v, x)],

(3)

ãäå d - äèàìåòð ìîëåêóëû, t ∈ R1 - âðåìÿ, x =
(
x1, x2, x3

) ∈ R3 - êîîðäè-
íàòà ìîëåêóëû, v =

(
v1, v2, v3

) ∈ R3 - åå ñêîðîñòü; f = f(t, v, x) - èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë, α - âåêòîð íà åäèíè÷íîé ñôåðå Σ â R3;
∂f
∂x - ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè f ; v, v1 è v

′
, v

′
1 - ñêîðîñòè äâóõ

ìîëåêóë äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Åäèíñòâåííûìè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1)-(3), èçâåñòíûìè íà

äàííûé ìîìåíò äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð, ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå
ìàêñâåëëèàíû M(t, v, x) [1, 2, 3], ò. å. ðåøåíèÿ ñèñòåìû D(M) = Q(M,M) = 0.
Äðóãèå, íå ìàêcâåëëîâñêèå, òî÷íûå ðåøåíèÿ óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî äëÿ îïðå-
äåëåííûõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ãàçà � ìàêñâåëëîâñêèõ
ìîëåêóë è íåêîòîðûõ èõ îáîáùåíèé [4-9].

Âìåñòå ñ òåì, àêòóàëüíîé îñòàåòñÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó äâóìÿ è áîëåå ìàêñâåëëîâñêèìè ïîòîêàìè â ðàçðåæåííîì ãàçå.

Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [10, 11] äàíî ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ ïîòîêîâ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãëîáàëüíûå
ìàêñâåëëèàíû (ò. å. íå çàâèñÿò íè îò t íè îò x); â ðàáîòå [12] èçó÷åíî ïîâåäå-
íèå áèìîäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîå âõîäÿò ëîêàëüíûå ñòàöèîíàðíûå
(çàâèñÿùèå òîëüêî îò x) ìàêñâåëëèàíû ÷àñòíîãî âèäà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå
íåâÿçêè ìåæäó ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà âî âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ ñëó-
÷àÿõ èñïîëüçîâàëàñü ”ñìåøàííàÿ” (ðàâíîìåðíàÿ ïî t, x è èíòåãðàëüíàÿ ïî v)
íîðìà ðàçíîñòè.

Îäíàêî, ïðè ïîïûòêàõ ïåðåõîäà ê áîëåå îáùåìó âèäó ëîêàëüíûõ ìàêñ-
âåëëèàíîâ, çàâèñÿùèõ åùå è îò t, ò. å. ê íåðàâíîâåñíûì ïðîöåññàì â ãàçå,
âîçíèêëè òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, ÷òî îáóñëàâëèâàåòñÿ èõ äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûì âèäîì. Ïîäðîáíûé àíàëèç è êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ðåøåíèé ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû áûëè ïðîâåäåíû
â ðàáîòå [13].

Òàêèì îáðàçîì, âñå âûøåñêàçàííîå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ
òàêèõ áèìîäàëüíûõ è ìíîãîìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ìîä, êîòîðûå áû îïèñûâàëè ïðîöåññ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ è áîëåå ìàêñâåëëîâñêèìè ïîòîêàìè â ãàçå èç òâåðäûõ
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ñôåð è â òî æå âðåìÿ óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà ñ êàêîé óãîäíî
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Èìåííî ïîýòîìó öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ÿâíûõ ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð, êîòîðûå áóäóò
èìåòü ñëåäóþùèé áèìîäàëüíûé âèä:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (4)

ãäå ϕi, i = 1, 2 - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ãëàäêèå êîýôôèöèåíòíûå ôóíê-
öèè, ò. å.

ϕi = ϕi(t, x) > 0; ϕi ∈ C1
(
R4

)
, i = 1, 2, (5)

à ìàêñâåëëèàíû Mi, i = 1, 2 îòíîñÿòñÿ ê ïîòîêàì òèïà ”óñêîðåíèå-
óïëîòíåíèå” [13, 14] è çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Mi = ρi

(
βi

π

)3/2

· e−βi(v−evi)
2
, i = 1, 2, (6)

ρi = ρi · eβi(ev2
i +2uix), i = 1, 2, (7)

ṽi = vi − uit, i = 1, 2, (8)
ãäå ρi � ïëîòíîñòü i-ãî ïîòîêà, ρ = const; β = 1

2T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà
ãàçà (T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà), ṽi � ìàññîâàÿ ñêîðîñòü i-ãî ïîòîêà, ui è
vi � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû â R3.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäîå èç ðàñïðåäåëåíèé (6)�(8) îïèñûâàåò
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ãàçà âäîëü îñè u ñ ëèíåéíîé ìàññîâîé ñêîðîñòüþ v
è ìàññîâûì óñêîðåíèåì −u â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ïðîñòðàíñòâà. Ïëîòíîñòü
ρ ìåíÿåòñÿ îò 0 äî +∞, ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ îíà äîñòèãàåò ïðè
t = t0, ãäå t0 = 1

u2 (u, v) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ R3, à äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ R1 óâåëè÷èâàåòñÿ òîëüêî âäîëü âåêòîðà u.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ ðîñòîì âðåìåíè t ÷èñëî ìîëåêóë â åäèíèöå îáúåìà
óâåëè÷èâàåòñÿ è ïðè ýòîì ïîñòåïåííî äâèæåòñÿ áûñòðåå âäîëü îñè u, ò. å.
ïîòîê ãàçà óïëîòíÿåòñÿ è óñêîðÿåòñÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíóþ, íåñòàöèîíàð-
íóþ, ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äâóõ ìàêñâåëëèàíîâ âèäà (4)�(8). Òðåáóåòñÿ íàé-
òè òàêîé âèä ôóíêöèé (5) è òàêîå ïîâåäåíèå âñåõ èìåþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ,
÷òîáû ïðè íèçêîòåìïåðàòóðíîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå (βi → +∞, i = 1, 2)
èíòåãðàëüíàÿ íåâÿçêà

∆1 =
∫

R1

dt

∫

R3

dx

∫

R3

|D(f)−Q(f, f)| dv (9)

áûëà ñêîëü óãîäíî ìàëà, ò. å. ñòðåìèëàñü ê íóëþ.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíî íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå äàþò ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è, à èìåííî, íàéäåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ
ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ∆1.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ íåâÿçêè ∆1 ïðè ïàðàìåòðàõ

βi → +∞, i = 1, 2, ïðîâåäåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (9).

Ïîäñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå (4) â óðàâíåíèå (1)�(3), ó÷èòûâàÿ, ÷òî D(Mi) =
= Q(Mi,Mi) = 0, i = 1, 2; ìû ïîëó÷èì:

D(f) = M1D(ϕ1) + M2D(ϕ2),

Q(f, f) = ϕ1ϕ2 [Q(M1, M2) + Q(M2,M1)] ,

à çíà÷èò, èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé v èç (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫

R3

|D(f)−Q(f, f)| dv =

=
∫

R3

∣∣∣∣∣∣

2∑

i=1

MiD(ϕi)− ϕ1ϕ2

2∑

i,j=1,i6=j

Q(Mi,Mj)

∣∣∣∣∣∣
dv.

(10)

Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â âèäå ðàçáèåíèÿ
Q(f, g) = G(f, g)− fL(g) (êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [1, 3, 15]), ãäå

G(f, f) =
d2

2

∫

R3

dv1

∫

Σ

dα|(v1 − v, α)|·f(t, v
′
1, x)f(t, v

′
, x),

fL(f) = f(t, v, x)
d2

2

∫

R3

dv1

∫

Σ

dα|(v1 − v, α)|·f(t, v1, x);

ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ôóíêöèè f ìàêñâåëëèàíû M1, M2, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî G > 0
è Mi > 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ âûðàæåíèÿ (10):

∫

R3

|D(f)−Q(f, f)| dv =
∫

R3

|M1D(ϕ1) + M2D(ϕ2)−

−ϕ1ϕ2 [G(M1,M2) + G(M2,M1)−M1L(M2)−M2L(M1)]| dv 6

6
∫

R3

[M1|D(ϕ1)|+ M2|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2 (G(M1,M2) + G(M2,M1))+

+ϕ1ϕ2 (M1|L(M2)|+ M2|L(M1)|)] dv.

(11)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî G(M1,M2) = G(M2,M1), ñïðàâåäëèâû ðàâåí-
ñòâà [1, 3]:

∫

R3

G(M1,M2)dv =
∫

R3

M1L(M2)dv =
∫

R3

G(M2,M1)dv =
∫

R3

M2L(M1)dv.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∫

R3

|D(f)−Q(f, f)| dv 6

6
∫

R3

[M1|D(ϕ1)|+ M2|D(ϕ2)|] dv + 4ϕ1ϕ2

∫

R3

M1 |L(M2)| dv.

(12)

Òàê êàê [15]

L(Mi) =
d2ρi√

π

∫

R3

∣∣∣∣v − ṽi − w√
βi

∣∣∣∣ · e−w2
dw,

òî ââèäó (2) è (6) ñóììà èíòåãðàëîâ â (12) ïðèìåò âèä:
2∑

i=1

∫

R3

ρi

(
βi

π

)3/2

· e−βi(v−evi)
2

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+ v

∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ dv+

+4ϕ1ϕ2
ρ1ρ2

π2
d2

∫

R6

β
3/2
1 · e−β1(v−ev1)2

∣∣∣∣v − ṽ2 − w√
β2

∣∣∣∣ · e−w2
dwdv.

Ïîñëå çàìåíû u =
√

βi(v − ṽi), ñ ó÷åòîì (8), ïîëó÷èì îñíîâíîé âèä îöåíêè
ñâåðõó äëÿ âûðàæåíèÿ (10):

∫

R3

|D(f)−Q(f, f)| dv 6

6
2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
u√
βi

+ vi − uit

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi(t, x)π−3/2e−u2
du+

+4ϕ1ϕ2
ρ1(t, x)ρ2(t, x)

π2
d2

∫

R6

F12 · e−w2−u2
dwdu,

(13)

ãäå
F12 =

∣∣∣∣
u√
β1
− w√

β2
+ v1 − v2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ . (14)

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì íåñêîëüêî
îïðåäåëåíèé, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [16] è èñïîëüçîâàíû â [17].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, ÷òî
÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ G ñ ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé
êàêîé-ëèáî èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, êîíå÷íî. Äëÿ âñÿêîãî δ > 0 îáîçíà÷èì
÷åðåç Gδ ìíîæåñòâî òî÷åê èç Rn, îòñòîÿùèõ îò G íå áîëåå ÷åì íà δ.

Åñëè n = 4 è êîîðäèíàòû îáîçíà÷àþòñÿ êàê t, xk (k = 1, 2, 3), òî ÷åðåç
G x - îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ G íà ãèïåðïëîñêîñòü t = 0, à ÷åðåç G k - ïðîåêöèþ
G íà ãèïåðïëîñêîñòü xk = 0 (k = 1, 2, 3).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôèíèòíûì ”δ-ïëàòî” íàä îáëàñòüþ G ⊂ R4, δ > 0
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕδ(G, t, x) ∈ C1(R4), ÷òî

ϕδ(G, t, x) =




1, (t, x) ∈ G,
0, (t, x) ∈ R4 \Gδ,
0 6 ϕδ 6 1, (t, x) ∈ Gδ \G,

(15)

è, êðîìå òîãî, íà ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé,
ôóíêöèÿ ϕδ èìååò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðîãèõ ýêñòðåìóìîâ.

Òåïåðü âåðíåìñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å è ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ åå ðåøåíèÿ, êîòîðûå äàþò ðàçëè÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñòðåìëåíèÿ íåâÿçêè (9) ê íóëþ ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ôóíêöèé ϕi,
i = 1, 2 è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G1, G2 ⊂ R4 � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè èç Îïðåäå-
ëåíèÿ 1, è δ1, δ2 > 0 òàêèå, ÷òî G1,δ1 ∩ G2,δ2 = Ø. Ïóñòü ôóíêöèè ϕi,
i = 1, 2 èç ðàñïðåäåëåíèÿ (4) èìåþò âèä ”δ-ïëàòî” (15), ïðè÷åì ϕδ1(G1, t, x)
è ϕδ2(G2, t, x) òàêîâû, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî èõ ýêñòðåìóìîâ èç Îïðåäåëå-
íèÿ 2, îãðàíè÷åíî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âñåõ àðãóìåíòîâ êîíñòàíòîé
K > 0 ïðè δ1, δ2 → 0.

Êðîìå ýòîãî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ui =
uoi

βni
i

, i = 1, 2, (16)

vi =
voi

βki
i

, i = 1, 2, (17)

ãäå uoi, voi � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû, à ÷èñëà ni, ki óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

ni > 1, ki > 1
2
, i = 1, 2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ∆
′
1, äëÿ êîòîðîãî âåðíî

∆1 6 ∆
′
1. (18)

Ïðè÷åì ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì d > 0

lim
m(Gx

i )→0
lim

δ1→0
δ2→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 = 0, (19)

ãäå m(G x
i ), i = 1, 2 - îáúåì (ìåðà) ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Gi íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî t = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (13) ïî x è t, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùèé âèä îöåíêè äëÿ íåâÿçêè (9):

∆1 6 ∆
′
1 =

=
∫

R1

dt

∫

R3

dx

2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t
+

(
u√
βi

+ vi − uit

)
∂ϕi

∂x

∣∣∣∣ ρi(t, x)π−3/2e−u2
du+

+4
d2

π2

∫

R1

dt

∫

R3

ϕ1ϕ2ρ1(t, x)ρ2(t, x)dx

∫

R6

F12 · e−w2−u2
dwdu,

(20)

ãäå F12 èìååò âèä (14).
Ýòà îöåíêà êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òàê êàê âåëè÷èíû ∂ϕi

∂t ;
(
ui,

∂ϕi

∂x

)
t;

∣∣∣∂ϕi

∂x

∣∣∣;
ϕi; (ϕi, ui)t; ϕ1ϕ2 ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ρi(t, x) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
L1(R4) ïðè âñåõ βi > 0, i = 1, 2 áëàãîäàðÿ ôèíèòíîñòè ôóíêöèé ϕi, i = 1, 2.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âñåõ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü íåðà-
âåíñòâà (20), êîòîðàÿ ñëåäóåò èç óñëîâèé êîððåêòíîñòè îöåíêè, îïèñàíûõ âû-
øå, è ôèíèòíîñòè ôóíêöèé ϕi, à òàêæå áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ôóíêöèè e−w2 è
e−u2 � áûñòðîóáûâàþùèå, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê íèçêîòåìïåðàòóðíîìó ïðåäå-
ëó â ýòîì âûðàæåíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì (7), (8), (16), (17) è (14), ìû ïîëó÷èì:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

ρi(t, x) = ρiµi(x), i = 1, 2,

ãäå

µi(x) =




1, ni > 1, ki > 1
2 , i = 1, 2,

e2uoix, ni = 1, ki > 1
2 , i = 1, 2,

ev2
oi+2uoix, ni = 1, ki = 1

2 , i = 1, 2;
(21)

à
lim

βi→+∞
(i=1,2)

F12 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx
2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t

∣∣∣∣ ρiµi(x)π−3/2e−u2
du,

êîòîðûé ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé u, áóäåò èìåòü âèä:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

∣∣∣∣
∂ϕi

∂t

∣∣∣∣ ρiµi(x). (22)

Âîçâðàùàÿñü íåïîñðåäñòâåííî ê âèäó ôóíêöèé ϕi, i = 1, 2, ò. å. óñëî-
âèþ (15), ââèäó (21) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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1) Åñëè µi(x) = 1, òî ïðåäåë (22) áóäåò èìåòü âèä:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 = ρ1

∫

R3

dx

∫

R1

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt + ρ2

∫

R3

dx

∫

R1

∣∣∣∣
∂ϕ2

∂t

∣∣∣∣ dt. (23)

Îïèðàÿñü íà óñëîâèÿ òåîðåìû, ðàññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë èç (23)
(îáîçíà÷èì D13 = G1,δ1\G1) è îöåíèì åãî òàêèì æå îáðàçîì êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî ñ àíàëîãè÷íûì èíòåãðàëîì â ðàáîòå [16]:

∫

R3

dx

∫

R1

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt =

=
∫

G1

∣∣∣∣
∂1
∂t

∣∣∣∣ dtdx +
∫

R4\Gδ1

∣∣∣∣
∂0
∂t

∣∣∣∣ dtdx +
∫

G1,δ1
\G1

∣∣∣∣
∂ϕδ1

∂t

∣∣∣∣ dtdx =

=
∫

D13

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dtdx =
∫

Dx
13

dx

+∞∫

−∞

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt =

=
∫

Dx
13

dx

N(x,δ1)∑

s=1

as+1∫

as

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt =
∫

Dx
13

dx

N(x,δ1)∑

s=1

∣∣∣∣∣∣

as+1∫

as

∂ϕ1

∂t
dt

∣∣∣∣∣∣
=

∫

Dx
13

dx

N(x,δ1)∑

s=1

|ϕ1(as+1, x)− ϕ1(as, x)| 6

6 2
∫

Dx
13

N(x, δ1)dx 6 2Km(Dx
13),

(24)

ãäå as, s = 1, ..., N(x, δ1) � ñòðîãèå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè ϕ1, ïðèíàäëå-
æàùèå ïðÿìûì, ïàðàëëåëüíûì îñè t, äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ x
è δ1; K � êîíñòàíòà èç óñëîâèÿ òåîðåìû; îöåíêà ϕ1 ñëåäóåò èç (15).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ âòîðîé èíòåãðàë èç (23), ãäå D23 =
= G2,δ2\G2:

∫

R3

dx

∫

R1

∣∣∣∣
∂ϕ2

∂t

∣∣∣∣ dt =
∫

Dx
23

dx

+∞∫

−∞

∣∣∣∣
∂ϕ2

∂t

∣∣∣∣ dt 6 2Km(Dx
23). (25)

Âñïîìèíàÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ Dx
13 è Dx

23, ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

lim
δ1→0

m(Dx
13) = m(Gx

1), (26)

lim
δ2→0

m(Dx
23) = m(Gx

2). (27)
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Òàêèì îáðàçîì, èç (23)�(27) ìû ïîëó÷èì:

lim
δ1→0
δ2→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 6 2ρ1Km(Gx

1) + 2ρ2Km(Gx
2) = 2K

2∑

i=1

ρim(Gx
i ).

Îòêóäà ñëåäóåò (19).

2) Åñëè µi(x) = e2uoix, òî âûðàæåíèå (22) ïðèìåò âèä:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 = ρ1

∫

R4

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ e2uo1xdtdx + ρ2

∫

R4

∣∣∣∣
∂ϕ2

∂t

∣∣∣∣ e2uo2xdtdx. (28)

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëû â (28) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
â ñëó÷àå 1), ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ Dx

13 è
Dx

23 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà q > 0 òàêàÿ, ÷òî |x| 6 q è, çíà÷èò e2uoix 6
e2|uoi|q:

∫

R4

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ e2uo1xdtdx =
∫

Dx
13

e2uo1xdx

+∞∫

−∞

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt 6

6 e2|uo1|q
∫

Dx
13

dx

+∞∫

−∞

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂t

∣∣∣∣ dt 6 2Km(Dx
13)e

2|uo1|q,

∫

R4

∣∣∣∣
∂ϕ2

∂t

∣∣∣∣ e2uo2xdtdx 6 2Km(Dx
23)e

2|uo2|q.

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (26) è (27)

lim
δ1→0
δ2→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 6 2K

2∑

i=1

ρie
2|uoi|qm(Gx

i ),

îòêóäà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå (19).

3) Åñëè µi(x) = ev2
oi+2uoix, òî, èñïîëüçóÿ âûêëàäêè, ïîëó÷åííûå â ñëó÷àÿõ

1) è 2), èìååì:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 6 2K

2∑

i=1

ρie
v2

oi+2|uoi|qm(Dx
i3).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè δ1 → 0 è δ2 → 0 â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ìû
ïîëó÷èì:
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lim
δ1→0
δ2→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 6 2K

2∑

i=1

ρie
v2

oi+2|uoi|qm(Gx
i ),

÷òî â äàëüíåéøåì ïðèâîäèò íàñ ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó, ò. å. ñíîâà
ê óòâåðæäåíèþ (19).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ µi(x) èç (21) ñïðàâåäëèâî (19), ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè ϕi â ðàñïðåäåëåíèè (4) èìåþò âèä

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βi((vi−uit)
2+2uix), i = 1, 2, (29)

ãäå ôóíêöèè ψi òàêèå, ÷òî âûðàæåíèÿ

∂ψi

∂t
;

∣∣∣∣
∂ψi

∂x

∣∣∣∣ ; ψ1ψ2; ψi; ψit;
(

ui,
∂ψi

∂x

)
t, i = 1, 2 (30)

ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L1(R4).
Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (16) ïðè ni > 1

2 .
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (18), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë âå-

ëè÷èíû ∆
′
1, êîòîðûé ðàâåí

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

ρi

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+ vi

∂ψi

∂x

∣∣∣∣ + 4πd2ρ1ρ2|v1 − v2|
∫

R4

ψ1ψ2dtdx. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îïèðàòüñÿ íà âèä îöåíêè (18), à èìåííî íà ôîð-
ìóëó (20), ïîëó÷åííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1. Âû÷èñëèì ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé ϕi, i = 1, 2, âèäà (29):

∂ϕi

∂x
=

(
∂ψi

∂x
− 2βiψiui

)
e−βi((vi−uit)

2+2uix), i = 1, 2, (32)

∂ϕi

∂t
=

(
∂ψi

∂t
+ 2βiψi((vi, ui)− u2

i t)
)

e−βi((vi−uit)
2+2uix), i = 1, 2. (33)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (32) è (33) â (20) (ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èíòåãðàëîâ âûïëûâàåò èç óñëîâèÿ (30)) ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
âèäó îöåíêè äëÿ ∆

′
1:

∆
′
1=

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+(vi − uit)

∂ψi

∂x
+

u√
βi

(
∂ψi

∂x
−2βiψiui

)∣∣∣∣ ρiπ
−3/2e−u2

du+

+4
d2

π2
ρ1ρ2

∫

R4

ψ1ψ2dtdx

∫

R6

F12e
−w2−u2

dwdu

(34)
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ïðè ñîõðàíåíèè (14).
Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä áëàãîäàðÿ (16) (îáîñíîâàíèå åãî òàêîå æå êàê ïðè

äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1) äàåò:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

F12 = |v1 − v2|, (35)

lim
βi→+∞
(i=1,2)

−2
√

βiψi(u, ui) = 0 ïðè ni >
1
2
.

Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â (34) è äàëüíåéøåãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî u ïîëó÷àåì (31).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èìåþò ìåñòî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ Òåîðåìû 2, à

ôóíêöèè ψi(t, x), i = 1, 2 óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì, êîòîðûå áûëè
íàëîæåíû íà ôóíêöèè ϕi, i = 1, 2 â Òåîðåìå 1.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå
∆1 → 0 (36)

ñïðàâåäëèâî â ïðåäïîëîæåíèÿõ àíàëîãè÷íûõ (19) è, êðîìå òîãî, åñëè èìååò
ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1) äëÿ ëþáûõ ψi(t, x), i = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (30)

v1 = v2; (37)

2)
suppψ1 ∩ suppψ2 = Ø; (38)

3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v1, v2 è ψi(t, x), i = 1, 2, ñ ó÷åòîì (30)

lim
d→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 = 0. (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (30) Òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ
áëàãîäàðÿ ôèíèòíîñòè ôóíêöèé ψi(t, x), i = 1, 2 è, ñ ó÷åòîì (16) ïðè ni > 1

2
î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (31), ïðè÷åì âñå èíòåãðàëû, âõîäÿ-
ùèå â (31), ñõîäÿòñÿ òàêæå áëàãîäàðÿ ôèíèòíîñòè ψi, i = 1, 2.

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ôóíêöèè ψi, i = 1, 2 âûáðàíû â âèäå ôèíèòíûõ
”ïëàòî”, à èìåííî â âèäå (15), ãäå âìåñòî ϕi, i = 1, 2 ïðîèçâîäèòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà ψi, i = 1, 2, è âñïîìèíàÿ îáîçíà÷åíèÿ D13 è D23, ïåðâîå ñëàãàåìîå
â (31) ìîæåò áûòü îöåíåíî ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

R4

dtdx
2∑

i=1

ρi

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+ vi

∂ψi

∂x

∣∣∣∣ 6
2∑

i=1

∫

Di3

dtdx

[∣∣∣∣
∂ψi

∂t

∣∣∣∣ ρi +
3∑

k=1

∣∣∣∣
∂ψi

∂xk

∣∣∣∣ ρi|vk
i |

]
. (40)
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Îïèðàÿñü íà òåõíèêó îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ, ïðîâåäåííóþ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå Òåîðåìû 1 è â ðàáîòå [16], ñ ó÷åòîì (26) è (27), ìû ïîëó÷èì:

lim
δ1→0
δ2→0

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 6 2K

2∑

i=1

[
ρim(Gx

i ) +
3∑

k=1

ρi|vk
i |m(Gk

i )

]
, (41)

ãäå m(Gk
i ), i = 1, 2 � îáúåì (ìåðà) ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Gi íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî xk = 0, (k = 1, 2, 3). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî m(Gx
i ) → 0

è m(Gk
i )|vk

i | → 0, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (31) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âòîðîå ñëà-
ãàåìîå ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì â âèäó âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç
óñëîâèé (37)�(39). Îòêóäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå (36), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βi(vi−uit)
2
, i = 1, 2, (42)

ãäå ôóíêöèè ψi, i = 1, 2 òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èí (30) íà ìíîæè-
òåëü exp{2βiuix}, i = 1, 2 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L1(R4), à ïðåäïîëî-
æåíèå (16) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n1 > 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ∆1, îïðåäåëåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (9), òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ (18), ïðè÷åì êîíå÷íûé ïðåäåë âåëè÷èíû ∆

′
1 ñóùåñòâóåò è ðàâ-

íÿåòñÿ âûðàæåíèþ (31) ïðè ni > 1, à ïðè ni = 1

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

ρi

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+ 2ψi(uoi, vi) + vi

∂ψi

∂x

∣∣∣∣ e2uoix+

+4πd2ρ1ρ2|v1 − v2|
∫

R4

dtdxψ1ψ2e
2uo1xe2uo2x.

(43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áû-
ëî ñäåëàíî â Òåîðåìå 2, ïðè ýòîì, áëàãîäàðÿ (42), âìåñòî (32) è (33) áóäåì
èìåòü

∂ϕi

∂x
=

∂ψi

∂x
e−βi(vi−uit)

2
,

∂ϕi

∂t
=

(
∂ψi

∂t
+ 2βiψi((ui, vi)− tu2

i )
)

e−βi(vi−uit)
2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã âûðàæåíèÿ (34), ãäå F12

èìååò âèä (14)
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∆
′
1 =

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+ 2βiψi

(
(ui, vi)− tu2

i

)
+

+
∂ψi

∂x

(
u√
βi

+ vi − uit

)∣∣∣∣ ρiπ
−3/2e2βiuixe−u2

du+

+4
d2

π2
ρ1ρ2

∫

R4

dtdxψ1ψ2e
2β1u1xe2β2u2x

∫

R6

F12e
−w2−u2

dwdu.

(44)

Äàëüíåéøèé ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè βi → +∞, i = 1, 2 (âîçìîæíîñòü
òàêîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà áûëà îáîñíîâàíà â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1)
äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

lim
βi→+∞
(i=1,2)

2βiψi(ui, vi) =
[

2ψi(uoi, vi), ni = 1,
0, ni > 1;

(45)

lim
βi→+∞
(i=1,2)

2βiψiu
2
i t = 0 ïðè ni > 1; (46)

lim
βi→+∞
(i=1,2)

e2βiuix =
[

e2uoix, ni = 1,
1, ni > 1.

(47)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â (44), ñ ó÷åòîì (35), (45)�(47), ïîñëå
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî u, ïðèâîäèò íàñ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó âåëè÷èíû ∆

′
1, êîòî-

ðûé ðàâíÿåòñÿ âûðàæåíèþ (31) ïðè ni > 1, à ïðè ni = 1 ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò
ñ (43). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ Òåîðåìû 3, à òàê-
æå ñîõðàíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ Ñëåäñòâèÿ 1 ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî
(16) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïàðàìåòðîâ ni > 1. Ïóñòü, êðîìå ýòîãî, âûïîëíÿåòñÿ
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

(ui, vi) = 0, i = 1, 2. (48)

Òîãäà óòâåðæäåíèå (36) (∆1 → 0) îñòàåòñÿ â ñèëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, â ñèëó ôèíèòíîñòè, ôóíêöèè

ψi, i = 1, 2 âèäà (15), ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé äàííîãî ñëåäñòâèÿ,
óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì Òåîðåìû 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèÿìè Òåîðåìû 3.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ni > 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòî-
ãî ñëó÷àÿ èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ñëåäñòâèÿ 1, ãäå â èòîãå ìû ïðèõîäèì
ê íåîáõîäèìîìó ðåçóëüòàòó. Îäíàêî, äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ni = 1, ñèòó-
àöèÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ìû ìîæåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì (43) Òåîðåìû 3, ãäå âûðàæåíèå 2ψi(uoi, vi) â ïåðâîì
èíòåãðàëå èñ÷åçíåò áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (48), à âòîðîé èíòåãðàë áóäåò ëèáî
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ðàâåí íóëþ, ëèáî ê íåìó ñòðåìèòüñÿ âñëåäñòâèè âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíî-
ãî èç ïðåäïîëîæåíèé (37)�(39). Äàëüíåéøàÿ îöåíêà îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ
â ðàâåíñòâå (43) âûïîëíÿåòñÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçà-
òåëüñòâå Ñëåäñòâèÿ 1, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â âûðàæåíèè (41) ïîÿâèòñÿ
ìíîæèòåëü e2|uoi|q, i = 1, 2, ãäå q > 0 � êîíñòàíòà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé
îïèñàíî âî âòîðîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîá-
õîäèìîìó ðåçóëüòàòó, à èìåííî, ê âûïîëíåíèþ óòâåðæäåíèÿ (36).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âìåñòî (29) èëè (42) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåí-
ñòâî:

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−2βiuix, i = 1, 2, (49)
è ñîõðàíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (16), (17) äëÿ ïàðàìåòðîâ

ni >
1
2
, ki > 1

2
, i = 1, 2. (50)

Êðîìå òîãî, ôèíèòíûå ôóíêöèè ψi, i = 1, 2 âèäà ”δ-ïëàòî” îáåñïå÷èâà-
þò ïðèíàäëåæíîñòü ïðîñòðàíñòâó L1(R4) ïðîèçâåäåíèé âåëè÷èí èç (30)
íà ìíîæèòåëü exp{−2βiuix}, i = 1, 2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (18), ãäå

lim
βi→+∞
(i=1,2)

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx

2∑

i=1

ρiσi

∣∣∣∣
∂ψi

∂t

∣∣∣∣ , (51)

à
σi =

[
1, ni > 1

2 , ki > 1
2 ,

ev2
oi , ni > 1

2 , ki = 1
2 .

(52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò (49) ìû ïîëó÷èì

∂ϕi

∂x
=

(
∂ψi

∂x
− 2βiψiui

)
· e−2βiuix, (53)

∂ϕi

∂t
=

∂ψi

∂t
· e−2βiuix, (54)

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè ïîäñòàíîâêå â (20) äàñò ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íûé (44),
à èìåííî:

∆
′
1 =

∫

R4

dtdx
2∑

i=1

∫

R3

∣∣∣∣
∂ψi

∂t
+

(
u√
βi

+ vi − uit

)
·

·
{

∂ψi

∂x
− 2βiψiui

}∣∣∣∣ ρiπ
−3/2eβi(vi−uit)

2
e−u2

du+

+4
d2

π2
ρ1ρ2

∫

R4

dtdxψ1ψ2e
β1(v1−u1t)2eβ2(v2−u2t)2

∫

R6

F12 · e−w2−u2
dwdu.

(55)



128 Ãîðäåâñêèé Â. Ä., Ëåìåøåâà Í. Â.

Äàëåå, ïðåäïîëîæåíèÿ (16), (17) è (50) ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
ïðåäåëà ýêñïîíåíòû, ïðåäñòàâëåííîé â (55):

lim
βi→+∞
(i=1,2)

eβi(vi−uit)
2

= σi, i = 1, 2 (56)

ãäå ôóíêöèè σi âèäà (52).
Ââèäó âñå òåõ æå òîëüêî ÷òî óïîìÿíóòûõ óñëîâèé (16), (17), (50) ïðè

ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â (55) âñå ñëàãàåìûå ïåðâîé ÷àñòè îöåíêè ∆
′
1, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ ïîä ìîäóëåì, êðîìå ∂ψi
∂t , ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè βi → +∞, i = 1, 2;

âòîðàÿ æå ÷àñòü ðàâíÿåòñÿ íóëþ, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî lim
βi→+∞
(i=1,2)

F12 = 0.

Âñå èçëîæåííûå ôàêòû ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ðàâåíñòâó (55) è äàëüíåé-
øåãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé u ïðèâîäÿò ê (51)�(52). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â ðàâåíñòâå (49) â êà÷åñòâå ôóíêöèé ψi(t, x), i = 1, 2
ðàññìàòðèâàòü ôèíèòíûå ”ïëàòî”, îïèñàííûå â Òåîðåìå 1, òî ìû ïîëó÷èì ðå-
çóëüòàò, èäåíòè÷íûé ñëó÷àþ 1) èç äîêàçàòåëüñòâà òîé æå Òåîðåìû 1, ïðè÷åì
ìíîæèòåëü ev2

oi , âûòåêàþùèé èç (52), ñóùåñòâåííî íè íà ÷òî íå âëèÿåò.
Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå óäàëîñü ïîñòðîèòü ðÿä áèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âèäà
(4)-(8), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà (1)-(3) ëèøü ïðèáëè-
æåííî â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè (9), òåì íå ìåíåå, èìåþò äîñòàòî÷íî
èíòåðåñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Òàê, ïîëó÷åííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ñëåäñòâèÿ 1 óñëîâèÿ m
(
Gk

i

) |vk
i | → 0

çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ìèíèìèçàöèè
íåâÿçêè, ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ óñëîâèÿìè m

(
Gk

i

) → 0 èëè |vk
i | → 0,

áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà k = 1, 2, 3 ëèáî ìåðà
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Gi, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âñåõ òàêèõ
âàðèàíòîâ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [16].

Çàìåòèì, ÷òî â Òåîðåìå 2 óñëîâèå (16) ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ïà-
ðàìåòðîâ ni > 1

2 , òàê êàê â ñëó÷àå ni = 1
2 â âûðàæåíèè (31) ïîÿâëÿåòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîãî ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó
ðåçóëüòàòó. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ Òåîðåìû 4. À îòêàç îò ïðåäïîëî-
æåíèÿ (17) â Òåîðåìå 2 è Òåîðåìå 3 ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé âèä
ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé â ðàáîòå çàäà÷è.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ òèïà (39) èñïîëüçîâàíà ïðî-
èçâîëüíàÿ ìàëîñòü ÷èñëà d, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ ãàçà áëèçêîìó ê ñâî-
áîäíîìîëåêóëÿðíîìó (ãàç áëèçêèé ê êíóäñåíîâñêîìó); â îñòàëüíûõ æå ñëó-
÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüöìàíîâñêèé ãàç ïðè ïðîèçâîëüíîì d > 0.

Âîçìîæíî, â ýòîé ðàáîòå îáíàðóæåíû íå âñå ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (4)-(8),
÷òî ñâÿçàíî ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ îöåíîê ñâåðõó òèïà (13).
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