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Ïðåäëîæåí ïðîñòîé ìåòîä ðàñ÷åòà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå è ðàñ-
ïðåäåëåííûå çàïàçäûâàíèÿ. Íàéäåíà âåðõíÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé
òàêèõ ñèñòåì. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåíåíèå
ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, çàïàçäûâàíèå,
ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.

Ïîñëàâñüêèé Ñ. Þ., Ìåòîä ðîçðàõóíêó ñòiéêîñòi íåëiíiéíèõ
ñèñòåì ç çàïiçíþâàííÿìè. Çàïðîïîíîâàíî ïðîñòèé ìåòîä ðîçðà-
õóíêó åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêiñòi äåÿêèõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ùî
ìiñòÿòü çìiííi òà ðîçïîäiëåíi çàïiçíþâàííÿ. Çíàéäåíà âåðõíÿ îöiíêà
ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçíèêà Ëÿïóíîâà, ùî õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü
ñïàäàííÿ ðiøåíü òàêèõ ñèñòåì. Íàâåäåíi ïðèêëàäè, ùî iëþñòðóþòü
çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíî¨ ìåòîäèêè.
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Ëÿïóíîâà.

S. Yu. Poslavskii, Method for calculating the stability of nonlinear
systems with time-delays. A simple method for calculating the
exponential stability of some classes of nonlinear systems containing
varying and distributed delays is proposed. An upper bound for the largest
Lyapunov exponent is found. Examples, illustrating application of the
developed technique, are given.
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1. Ââåäåíèå
Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì çà÷àñòóþ íåëè-

íåéíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà òî÷íî íå èçâåñòíà èëè ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì
â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ. Òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå óñòîé-
÷èâîñòü ñèñòåìû äëÿ ëþáûõ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê, ëåæàùèõ â äîïó-
ñòèìûõ ïðåäåëàõ. Òàêàÿ çàäà÷à áûëà âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà À.È. Ëóðüå è
Â.Í. Ïîñòíèêîâûì â [1], ãäå áûëà ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû àâòîìà-
òè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ è ëþáîé íåëè-
íåéíîñòè ñåðâîìîòîðà, ëåæàùåé â çàäàííîì ñåêòîðå. Ýòà ñòàòüÿ ïðèâëåêëà
âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé è ïîëîæèëà íà÷àëî íîâîìó íàïðàâëåíèþ �
òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íå îä-
íîé êîíêðåòíîé ñèñòåìû, à íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñèñòåì, ïðèíàäëåæàùèõ
îïðåäåëåííîìó êëàññó. Áûëè ðàññìîòðåíû íîâûå âèäû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ðàáîòå Á.Ñ. Ðàçóìèõèíà [2] äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì áûëè ïîëó÷åíû ìåòîäîì ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Ðàáîòà Â.Ì. Ïîïîâà è À. Õàëàíàÿ [3] ïîëîæèëà íà÷àëî ðàçâèòèþ
÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ñèñòåì ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì íàïðàâ-
ëåíû íà ïîèñê óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì. Îöåíêàì ïîêàçàòåëÿ Ëÿ-
ïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé, ïîñâÿùåíî çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî èññëåäîâàíèé; êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà [4]
îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì ñ íåëèíåéíîñòüþ íå ñîäåðæàùåé çàïàçäûâàíèÿ. Â ðàáî-
òå [5] äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì òàêèå îöåíêè ïîëó÷åíû ìåòîäîì ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà. Â [6] áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è ïî-
ëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Â äàííîé
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä, ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþùèé âû÷èñëèòåëü-
íóþ ñëîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τB(t)) + f(x(t− τ(t)), t) + C

∫ t

t−µ
x(u)du, (1)

ãäå A, B è C � çàäàííûå ìàòðèöû â Rn×n, x ∈ Rn. Ìàòðèöà A � ãóðâèöåâà,
ò. å. âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ βi óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Reβi < 0,
i = 1, ..., n.

Ôóíêöèè τ(t), τB(t), f(x, t) è x0(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì

τ(t) ∈ [0, h], τB(t) ∈ [0, hB],
x(t) = x0(t) ïðè t ∈ [−H, 0], H = max(h, hB, µ),

‖f(x, t)‖ ≤ k ‖x‖ , f(0, t) = 0,
(2)

ãäå ‖·‖ � íîðìà (çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà), k � çàäàííàÿ
âåëè÷èíà.
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Â ñèëó f(0, t) = 0, ñèñòåìà (1) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) ≡ 0.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ïîëîæåíèÿ.

Ôóíêöèè x0(t), f(x, t), τB(t) è τ(t) íàçîâåì äîïóñòèìûìè, åñëè îíè óäî-
âëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì. Ïóñòü λ′ � ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1) ïðè íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ x0(t), f(x, t), τB(t) è
τ(t), ò. å.

λ′(x0, f, τB, τ) = lim
t→+∞

ln ‖x(t)‖
t

.

Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèé x(t) ñèñòåìû (1) ðàâåí

λ̄ = supλ′(x0, f, τB, τ),

ãäå ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì x0(t), f(x, t), τB(t)
è τ(t).

Îïðåäåëåíèå 1. Cèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè λ̄ < 0.
Òîãäà ïðè ëþáûõ x0(t), f(x, t), τB(t) è τ(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2),
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x(t)‖ ≤ N ‖x0(t)‖ exp(λ̄t), t ∈ (0, +∞),

ãäå N > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü ïðîñòûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), âûðàæåííûå íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû, à òàêæå íàéòè âåðõíþþ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà, õàðàêòåðèçóþùóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé.

3. Óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

β1, ..., βn (ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïðîèçâîëüíî ìàëûì âîçìóùåíèåì A [7]).
Ïóñòü v1, ..., vn � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, íîðìèðîâàííûå
óñëîâèåì

(vi, vi) = 1, i = 1, ..., n.

Îáîçíà÷èì T ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû vi:

T = (v1, ..., vn).

Êàê èçâåñòíî [7],

T−1AT = J = diag(β1, ..., βn).

Ïîëîæèâ â ñèñòåìå (1) x = Ty, ïîëó÷èì

ẏ(t) = Jy(t) + T−1BTy(t− τB(t))+
+T−1f(Ty(t− τ(t)), t) + T−1C

∫ t
t−µ Ty(u)du.

(3)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòå-
ìû (1).
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Òåîðåìà 1 Ïðè óñëîâèè
1
β

(∥∥T−1BT
∥∥ +

∥∥T−1
∥∥ k ‖T‖+

∥∥T−1C
∥∥ µ ‖T‖

)
< 1 (4)

ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, ïðè÷åì

λ̄ < λ,

ãäå β = min |Reβi|, λ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

V (λ) =
1

β + λ

(
exp[−λhB]

∥∥T−1BT
∥∥ + exp[−λh]

∥∥T−1
∥∥ k ‖T‖+

+
1− exp[−λµ]

λ

∥∥T−1C
∥∥ ‖T‖

)
= 1.

(5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå (3) â âèäå

y(t) = W (t, 0)y(0) +
∫ t
0 W (t, s)

(
T−1BTy(s− τB(s))+

+ T−1f(Ty(s− τ(s)), s) + T−1C
∫ s
s−µ Ty(u)du

)
ds

(6)

ãäå W (t, s) � ìàòðèöàíò óðàâíåíèÿ ẏ(t) = Jy(t).
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè óñëîâèè (4) y(t) îãðàíè÷åíî íà (0,+∞). Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tq (tq → +∞ ïðè q → +∞),
òàêàÿ, ÷òî

‖y(tq)‖ ≥ ‖y(t)‖ ïðè t ≤ tq. (7)

Èç (6), ñ ó÷åòîì (2) è (7), èìååì

‖y(tq)‖ ≤ ‖W (tq, 0)y(0)‖+
∫ tq
0 ‖W (tq, s)‖

( ∥∥T−1BT
∥∥ ‖y(tq)‖+

+
∥∥T−1

∥∥ k ‖T‖ ‖y(tq)‖+
∥∥T−1C

∥∥ ∫ s
s−µ ‖T‖ ‖y(tq)‖ du

)
ds.

(8)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå W (t, s) = exp[(t − s)J ], ïîýòîìó ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû W (t, s) ðàâíû exp[(t − s)βi], i = 1, ..., n. Ìàòðè-
öà J � äèàãîíàëüíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, W (t, s) òàêæå äèàãîíàëüíàÿ, ïîýòîìó
‖W (t, s)‖ = exp[−β(t− s)]. Òîãäà

lim
tq→+∞

∫ tq

0
‖W (tq, s)‖ ds = lim

tq→+∞
1
β

(1− exp[−βtq]) =
1
β

.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, íåðàâåíñòâî (8) çàïèøåì â âèäå

‖y(tq)‖ ≤ ‖W (tq, 0)y(0)‖+

+ ‖y(tq)‖
1
β

( ∥∥T−1BT
∥∥ +

∥∥T−1
∥∥ k ‖T‖+

∥∥T−1C
∥∥ µ ‖T‖

)
.

(9)
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Òàê êàê ñèñòåìà ẏ(t) = Jy(t) óñòîé÷èâà, òî ‖W (tq, 0)y(0)‖ → 0 ïðè
tq → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè (4), íåðàâåíñòâî (9) íå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíû.

Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèé ñèñòåìû ẏ(t) = Jy(t) ðàâåí
λ̄ = −β. Áóäåì èñêàòü âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èíû λ̄ ñèñòåìû (1) â èíòåðâàëå

λ > −β.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæèì â (3)

y(t) = exp(λt)z(t), −β < λ < 0, (10)

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ż(t) = (J − λI)z(t) + exp[−λτB(t)]T−1BTz(t− τB(t)) +
+ exp[−λt]T−1f(T exp[λ(t− τ(t))]z(t− τ(t)), t) +

+ exp[−λt]T−1C
∫ t
t−µ T exp[λu]z(u)du.

(11)

Àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó âûøå äîêàçàòåëüñòâó íàéäåì, ÷òî ðåøåíèÿ (11)
îãðàíè÷åíû, åñëè

1
β + λ

(
exp[−λhB]

∥∥T−1BT
∥∥ + exp[−λh]

∥∥T−1
∥∥ k ‖T‖+

+
1− exp[−λµ]

λ

∥∥T−1C
∥∥ ‖T‖

)
< 1.

Ôóíêöèÿ V (λ) óáûâàåò ïî λ; ïî óñëîâèþ (4) V (λ) < 1 ïðè λ = 0, ñëå-
äîâàòåëüíî ïðè V (λ) = 1 λ < 0. Ó÷èòûâàÿ (10), íàéäåì, ÷òî ñèñòåìà (1)
ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà ñ ïîêàçàòåëåì λ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ïðèìåðû
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íà

ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 1. Äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè, ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áûëè ïîëó÷åíû ðà-
íåå äðóãèìè ìåòîäàìè â [6] è [8]

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τB(t)) + C
∫ t
t−µ x(u)du,

A =
[ −a1 0

0 −a2

]
, B =

[
b1 b2

−b2 b1

]
, C =

[
c1 c2

−c2 c1

]
.

(12)

Ìàòðèöà A � äèàãîíàëüíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî T =
[

1 0
0 1

]
. Ïóñòü a1 � ìè-

íèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, òîãäà óñëîâèå ýêñïî-
íåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (4) äëÿ ñèñòåìû (12) ïðèíèìàåò âèä

a1 >
√

b2
1 + b2

2 + µ
√

c2
1 + c2

2 (13)
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Çàìåòèì, ÷òî òàêîå óñëîâèå áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå â [6] äðóãèì ìåòîäîì.
Â [8] äëÿ óðàâíåíèÿ (12) ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì τB ìåòîäîì ôóíêöèé
Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

a1 > (1 + µ)1/2[(b2
1 + b2

2) + µ(c2
1 + c2

2)]
1/2. (14)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (13) ìåíåå êîíñåðâàòèâíî, ÷åì (14)
(ëèøü ïðè b2

1+b2
2 = µ(c2

1+c2
2) îíè ñîâïàäàþò). Ïðè ýòîì óñëîâèå (13) ÿâëÿåòñÿ

áîëåå îáùèì, îõâàòûâàÿ ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðåìåííûì çàïàçäûâàíè-
åì τB(t).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− τB(t)) + f(x(t− τ(t)), t),

A =




−2 3 0 0
−1 0.1 0.4 0
0 0 −2 3

0.2 1 −2 0.1


 , B =




0.1 0 0.3 0
0.1 −0.2 0 0.2
0 0 −0.1 0

0.1 0 0 0.1


 ,

(15)

ãäå τ(t) ∈ [0, h], τB(t) ∈ [0, hB], ‖f(x, t)‖ ≤ k ‖x‖.
Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (4) ïðèíèìàåò âèä

k <
β − ∥∥T−1BT

∥∥
‖T−1‖ ‖T‖ < 0.0829... (16)

Ðèñ. 1. Âåðõíèå îöåíêè λ(k) ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
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Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè âåðõíåé îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïîêà-
çàòåëÿ Ëÿïóíîâà λ(k) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû çà-
ïàçäûâàíèÿ h è ôèêñèðîâàííîé hB = 0.5.

Ôóíêöèè λ(k, h) âîçðàñòàþò ïî k è h, îäíàêî lim k(λ, h) = 0.0829... ïðè
λ → 0 íå çàâèñèò îò h. Ïîýòîìó óñëîâèå k < 0.0829... ãàðàíòèðóåò ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ïðè ëþáîì êîíå÷íîì h.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [6], äëÿ ñèñòåìû (15) áûëî ïîëó÷åíî
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

k < 0.0483... (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (16) ìåíåå êîíñåðâàòèâíî ÷åì (17). Îäíàêî, åñëè
ïîëîæèòü â (15) A =

[ −3 −2
1 0

]
, B = 0, òåîðåìà 1 äàåò óñëîâèå óñòîé÷èâî-

ñòè k < 0.1458..., â òî âðåìÿ êàê â [6] ïîëó÷åíî óñëîâèå k < 0.5184... Òàêèì
îáðàçîì, ýòè äâà ïîäõîäà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà, îäíàêî, ìåòîä, ïðåäëàãàå-
ìûé â äàííîé ðàáîòå, ñóùåñòâåííî ïðîùå.

5. Âûâîäû
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïðîñòîé ìåòîä ðàñ÷åòà ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íûå è ðàñïðåäåëåííûå çàïàçäûâàíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäîåìêîñòü ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñèñòåìû. Íàéäåíà âåðõ-
íÿÿ îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà îöåíèòü
ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì. Ýôôåêòèâíîñòü ðàçðà-
áîòàííîé ìåòîäèêè ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðàõ.
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