
Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà
Ñåðiÿ "Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà"

ÓÄÊ 517.518.88 � 1133, 2014, ñ.76�94

Ïîøàãîâîå ðåøåíèå ìàòðè÷íîé çàäà÷è Êàðàòåîäîðè
â êëàññå S[a, b]

È. Þ. Ñåðèêîâà
Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò,
ïë. Ñâîáîäû, 4, 61022, Õàðüêîâ, Óêðàèíà.

Irina.Serikova@karazin.ua

Ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöû çàäà÷è Êàðàòåîäîðè
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1. Ââåäåíèå
Â ñòàòüÿõ È. Øóðà [1]�[2] âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà ïîøàãîâàÿ ñõåìà ðå-

øåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷. Â äàëüíåéøåì ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðî-
äîëæåíû è îáîáùåíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ. Îñîáî îòìåòèì ñòàòüè [3]�[4],
âûïîëíåííûå â ðàìêàõ ïîäõîäà Â.Ï. Ïîòàïîâà ê ðåøåíèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ
çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìàòðèö-ôóíêöèé (äàëåå ïî òåêñòó - ÌÔ). Àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ñòèëòüåñîâñêèõ ÌÔ áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ
[5]�[7]. Èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è â êëàññàõ R[a, b] è S[a, b] áûëè ðàññìîò-
ðåíû â ñòàòüÿõ [8]�[12]. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ íà êîìïàêòíîì èíòåðâàëå áûëà
ðåøåíà ïîøàãîâûì ìåòîäîì â ñòàòüå [13].

Ñôîðìóëèðóåì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, êîòîðûå íàì ïîíàäî-
áÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 1. ([8]) Êëàññîì S[a, b] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãîëîìîðô-
íûõ ÌÔ s : C \ [a, b] → Cm×m òàêèõ, ÷òî

s(z)− s∗(z)
z − z̄

≥ 0 ∀z ∈ C±,

s(x) ≥ 0 ∀x ∈ R \ [a, b].

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ (m × m)-ìàòðèö {sj}n
j=0 è

ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà z0 ∈ C+. Â ìàòðè÷íîé çàäà÷å Êàðàòåîäîðè òðåáóåòñÿ
îïèñàòü âñå ÌÔ êëàññà S[a, b], òàêèå, ÷òî

s(z) = s0(z) + s1(z)(z − z0) + · · ·+ sn(z − z0)n + · · · . (1)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé s ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln. Ñ çàäà÷åé (1)
ñâÿæåì ñëåäóþùèå áëî÷íûå ìàòðèöû

T(n) =




z0Im · · · 0m 0m

Im · · · 0m 0m
... . . . ... ...

0m · · · Im z0Im


 , v(n) =




Im

0m
...

0m


 , u1,(n) =




s0

s1
...

sn


 ,

RT,(n)(z) = (T(n) − zIm(n+1))
−1 =




Im
z0−z 0m · · · 0m
−Im

(z0−z)2
Im

z0−z · · · 0m

... ... . . . ...
(−1)nIm

(z0−z)n+1
(−1)n−1Im

(z0−z)n · · · Im
z0−z




, (2)

u2,(n) = −R−1
T,(n)(a)RT,(n)(b)u1,(n) =




s̃0

s̃1
...

s̃n


 ,

K1,(n) = {Pij}n
i,j=0, K2,(n) = {Qij}n

i,j=0.
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Çäåñü

P00 =
s0 − s∗0
z0 − z̄0

, P0j =
P0j−1 − s∗j

z0 − z̄0
, 1 ≤ j ≤ n,

Pi0 =
si − Pi−10

z0 − z̄0
, 1 ≤ i ≤ n, Pij =

Pij−1 − Pi−1j

z0 − z̄0
, 1 ≤ i, j ≤ n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöû Qij ñ çàìåíîé ìàòðèö sj íà s̃j .
Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî ñïëåòåíèÿ (ñì. [10])

(b− a)RT,(n)(b)v(n)u
∗
1,(n)R

∗
T,(n)(b) = R−1

T,(n)(a)RT,(n)(b)K1,(n) + K2,(n). (3)

Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷à Êàðàòåîäîðè (1) íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåîïðåäåëåí-
íîé, åñëè K1,(n) > 0, K2,(n) > 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âïîëíå íåîïðåäåë¼ííóþ çàäà÷ó Êàðàòåîäîðè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà-ôóíêöèÿ

U(n)(z)=
[

α(n)(z) β(n)(z)
γ(n)(z) δ(n)(z)

]
=

[
Im + (b− z)u∗2,(n)R

∗
T,(n)(z̄)K−1

2,(n)RT,(n)(b)v(n)

(z − a)v∗(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

2,(n)RT,(n)(b)v(n)

−(b− z)u∗1,(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

1,(n)RT,(n)(b)u1,(n)

Im − (b− z)v∗(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

1,(n)RT,(n)(b)u1,(n)

]
(4)

íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöåé çàäà÷è Êàðàòåîäîðè (1).

Îïðåäåëåíèå 4. Ïàðà ìåðîìîðôíûõ â C \ [a, b] ÌÔ
[

p
q

]
íàçûâàåòñÿ

S[a, b] � ïàðîé, åñëè ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå â C \ [a, b] ìíîæåñòâî Dpq,
òàêîå, ÷òî

(i) ÌÔ p è q ãîëîìîðôíû â C \ {Dpq ∪ [a, b]} ,

(ii) [p∗(z), q∗(z)]
[

p(z)
q(z)

]
> 0m, z ∈ C \ {Dpq ∪ [a, b]} ,

(iii) [p∗(z), q∗(z)]
J

ı(z̄ − z)

[
p(z)
q(z)

]
≥ 0m, z ∈ C± \ Dpq,

(iv)
[
z̄ − a

b− z̄
p∗(z), q∗(z)

]
J

ı(z̄ − z)

[ z − a

b− z
p(z)

q(z)

]
≥ 0m, z ∈ C± \ Dpq.

Ïóñòü (m×m)-ÌÔ Q ìåðîìîðôíà è ìåðîìîðôíî îáðàòèìà â C\[a, b]. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåçDQ äèñêðåòíîå â C\[a, b] ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ÌÔ Q è Q−1. Äâå

S[a, b]-ïàðû
[

p1(z)
q1(z)

]
è

[
p2(z)
q2(z)

]
íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ âñåõ

z ∈ C \ {[a, b] ∪ Dp1q1 ∪ Dp2q2 ∪ DQ} âûïîëíåíû ðàâåíñòâà p2(z) = p1(z)Q(z),
q2(z) = q1(z)Q(z). Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè S[a, b]-ïàð îáîçíà÷èì
÷åðåç S∞[a, b].
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Òåîðåìà 1 ([10]). Ïóñòü ÌÔ α(n), β(n), γ(n), δ(n) îïðåäåëåíû â (4). Òîãäà
äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

s(z) = U(n)(z)
{[

p(z)
q(z)

]}

=
{
α(n)(z)p(z) + β(n)(z)q(z)

}{
γ(n)(z)p(z) + δ(n)(z)q(z)

}−1

(5)

çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Ln è S∞[a, b].

2. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöû.
Ðàññìîòðèì áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö Kr,(n)

Kr,(n) =
[

Kr,(n−1) Br,(n)

B∗
r,(n) Cr,n

]
=

[
Inm 0nm×m

B∗
r,(n)K

−1
r,(n−1) Im

]
×

×
[

Kr,(n−1) 0nm×m

0m×nm K̂r,n

] [
Inm K−1

r,(n−1)Br,(n)

0m×nm Im

]
,

(6)

çäåñü
K̂r,n = Cr,n −B∗

r,(n)K
−1
r,(n−1)Br,(n), r = 1, 2. (7)

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà K̂r,n > 0m, r = 1, 2. Ïîýòîìó

K−1
r,(n)=

[
Inm −K−1

r,(n−1)Br,(n)

0m×nm Im

][
K−1

r,(n−1) 0nm×m

0m×nm K̂−1
r,n

][
Inm 0nm×m

−B∗
r,(n)K

−1
r,(n−1) Im

]
.

(8)
Èìåþò ìåñòî î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà
[

RT,(n−1)(b)u1,(n−1)
w1,n

z0−b

]
=

[
Inm 0nm×m

−B∗
1,(n)K

−1
1,(n−1) Im

]
RT,(n)(b)u1,(n),

[
RT,(n−1)(b)v(n−1)

v̂n
z0−b

]
=

[
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
RT,(n)(b)v(n).

(9)

Çäåñü

w1,n=sn−(z0−b)B∗
1,(n)K

−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)+

(
(−1)nIm

(z0 − b)n
, · · ·, −Im

(z0 − b)

)
u1,(n−1),

v̂n =
(−1)nIm

(z0 − b)n
− (z0 − b)B∗

2,(n)K
−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1). (10)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà âïîëíå íåîïðåäåëåííàÿ çàäà÷à Êàðàòåîäîðè (1).
Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(b− a)RT,(n−1)(b)v(n−1)w
∗
1,n

1
z̄0 − b

= B2,(n) −K2,(n−1)K
−1
1,(n−1)B1,(n), (11)
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b− a

z0 − b
v̂nu∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)=−B∗

2,(n)K
−1
2,(n−1)R

−1
T,(n−1)(a)RT,(n−1)(b)K1,(n−1)−

− b− a

z0 − b

(
(−1)n−1Im

(z0 − b)n
, · · · ,

Im

z0 − b

)
K1,(n−1) +

z0 − a

z0 − b
B∗

1,(n), (12)

b− a

z̄0 − b
v̂nw∗1,n = (z0 − a)K̂1,n + (z0 − b)K̂2,n. (13)

Çäåñü w1,n è v̂n îïðåäåëåíû â (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîìíîæèì òîæäåñòâî ñïëåòåíèÿ (3) ñëåâà è ñïðàâà íà
ìàòðèöû

[
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
,

[
Inm −K−1

1,(n−1)B1,(n)

0m×nm Im

]
,

ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà (9) ñëåäóåò, ÷òî

(b− a)
[

RT,(n−1)(b)v(n−1)
1

z0−b v̂n

] [
u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b),

w∗1,n

z̄0 − b

]
=

=
[

K2,(n−1) B2,(n)

0m×nm K̂2,n

] [
Inm −K−1

1,(n−1)B1,(n)

0m×nm Im

]
+

+

[
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
R−1

T,(n)(a)RT,(n)(b)

[
K1,(n−1) 0nm×m

B∗
1,(n) K̂1,n

]
.

Ïîýòîìó

(b− a)

[
RT,(n−1)(b)v(n−1)u

∗
1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b) RT,(n−1)(b)v(n−1)w

∗
1,n

1
z̄0−b

1
z0−b v̂nu∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)

1
|z0−b|2 v̂nw∗1,n

]
=

=

[
K2,(n−1) −K2,(n−1)K

−1
1,(n−1)B1,(n) + B2,(n)

0m×nm K̂2,n

]
+

[
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
×

×
[

R−1
T,(n−1)(a)RT,(n−1)(b)K

−1
1,(n−1) 0nm×m

(b− a)
(

(−1)nIm

(z0−b)n+1 , · · · , −Im
(z0−b)2

)
K−1

1,(n−1) + z0−a
z0−b B∗

1,(n)
z0−a
z0−b K̂1,n

]
.

Ñðàâíèâàÿ áëîêè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì òîæäåñòâà (11)�(13). Òåîðåìà 2
äîêàçàíà.

Ïóñòü ìàòðèöû w1,p è v̂p, 0 < p ≤ n îïðåäåëåíû â (10), w1,0 = s0, v̂0 = Im,
w2,p = − z0−a

z0−b w1,p.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìàòðèöû-ôóíêöèè

b0(z) = U(0)(z), bp(z) =

[
α̂p(z) β̂p(z)
γ̂p(z) δ̂p(z)

]
=

=

[
Im + (b− z)

w∗2,p

z̄0−z K̂−1
2,p

v̂p

z0−b −(b− z)
w∗1,p

z̄0−z K̂−1
1,p

w1,p

z0−b

(z − a) v̂∗p
z̄0−z K̂−1

2,p
v̂p

z0−b Im − (b− z) v̂∗p
z̄0−z K̂−1

1,p
w1,p

z0−b

]
, (1 ≤ p ≤ n) (14)
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íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà çàäà÷è Êàðàòåîäîðè (1).

Òåîðåìà 3. Ðåçîëüâåíòíàÿ ìàòðèöà U(n)(z) âïîëíå íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è
Êàðàòåîäîðè (1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

U(n)(z) = U(n−1)(z)bn(z), (15)

çäåñü ìíîæèòåëü Áëÿøêå-Ïîòàïîâà bn(z) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (15) äîñòàòî÷íî óáåäèòü-
ñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

α(n)(z) = α(n−1)(z)α̂n(z) + β(n−1)(z)γ̂n(z), (16)
β(n)(z) = α(n−1)(z)β̂n(z) + β(n−1)(z)δ̂n(z), (17)
γ(n)(z) = γ(n−1)(z)α̂n(z) + δ(n−1)(z)γ̂n(z), (18)
δ(n)(z) = γ(n−1)(z)β̂n(z) + δ(n−1)(z)δ̂n(z). (19)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (16). Èìååì

α(n)(z) = Im + (b− z)u∗2,(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

2,(n)RT,(n)(b)v(n) = Im + (b− z)u∗2,(n)×

×R∗
T,(n)(z̄)

[
K−1

2,(n−1) −K−1
2,(n−1)B2,(n)K̂

−1
2,n

0m×nm K̂−1
2,n

][
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
RT,(n)(b)v(n).

Èç (9) è àíàëîãè÷íîãî ðàâåíñòâà
[

RT,(n−1)(a)u2,(n−1)
w2,n

z0−a

]
=

[
Inm 0nm×m

−B∗
1,(n)K

−1
1,(n−1) Im

]
RT,(n)(a)u2,(n)

ïîëó÷èì

α(n)(z) = Im + (b− z)
[

u∗2,(n−1)R
∗
T,(n−1)(a)

w∗2,n

z̄0−a

][ Inm K−1
1,(n−1)B1,(n)

0m×nm Im

]
×

×R−1∗
T,(n)(a)R∗

T,(n)(z̄)

[
K−1

2,(n−1) −K−1
2,(n−1)B2,(n)K̂

−1
2,n

0m×nm K̂−1
2,n

][
RT,(n−1)(b)v(n−1)

v̂n
z0−b

]
=

=Im +(b− z)
[
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a) u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a)K−1

1,(n−1)B1,(n) +
w∗2,n

z̄0−a

]
×

×




(−1)n(z−a)
(z̄0−z)n+1 Im

R−1∗
T,(n−1)(a)R

∗
T,(n−1)(z̄)

...
−(z−a)
(z̄0−z)2

Im

0m×nm
z̄0−a
z̄0−z Im



×
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×
[

K−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1) −K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n
z0−b

K̂−1
2,n

v̂n
z0−b

]
= Im + (b− z)×

×


u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄) (z − a)u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


+

+
z̄0 − a

z̄0 − z
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a)K−1

1,(n−1)B1,(n) +
1

z̄0 − z
w∗2,n

]
×

×
[

K−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1) −K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n
z0−b

K̂−1
2,n

v̂n
z0−b

]
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì

R−1∗
T,(n)(a)R∗

T,(n)(z̄)=




0m

R−1∗
T,(n−1)(a)

...
Im

0m×nm (z̄0 − a)Im







(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

R
∗
T,(n−1)(z̄)

...
−1

(z̄0−z)2
Im

0m×nm
1

z̄0−z Im



=

=




(−1)n(z−a)
(z̄0−z)n+1 Im

R−1∗
T,(n−1)(a)R

∗
T,(n−1)(z̄)

...
−(z−a)
(z̄0−z)2

Im

0m×nm
z̄0−a
z̄0−z Im




.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

α(n)(z) = α(n−1)(z)− (b− z)u∗2,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

z0 − b
+

+ (b− z)


(z − a)u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


+

+
z̄0 − a

z̄0 − z
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(a)K−1

1,(n−1)B1,(n) +
1

z̄0 − z
w∗2,n

)
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
.

(20)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (16). Ïóñòü

X11 = α(n−1)(z)α̂n(z) + β(n−1)(z)γ̂n(z).

Èìååì

X11=
(
Im + (b− z)u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1)

)
×

×
(

Im + (b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b

)
− (b− z)(z − a)u∗1,(n−1)×
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×R∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
=

=α(n−1)(z)+(b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+(b− z)2u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

×K−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1)

w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
− (b− z)(z − a)×

×u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
.

Èç ðàâåíñòâ (11), (12) è w2,n = − z0−a
z0−b w1,n ïîëó÷èì

X11=α(n−1)(z) + (b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+(b− z)2u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

×K−1
2,(n−1)

{
−B2,(n) + K2,(n−1)K

−1
1,(n−1)B1,(n)

} z̄0 − a

(b− a)(z̄0 − z)
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
−

− (b− z)(z − a)u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)

{
z̄0 − a

b− a
B1,(n) −

z̄0 − b

b− a
×

×K1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)R

−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n)−K1,(n−1)




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
−1

z̄0−bIm







×

× 1
z̄0 − z

K̂−1
2,n

v̂n

z0 − b
= α(n−1)(z) + (b− z)

w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+

+
(z̄0 − a)(b− z)2

(b− a)(z̄0 − z)(z0 − b)
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

×
{
−K−1

2,(n−1)B2,(n) + K−1
1,(n−1)B1,(n)

}
K̂−1

2,nv̂n−

− (b− z)(z − a)
(z̄0 − z)(z0 − b)

u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)

{
z̄0 − a

b− a
K−1

1,(n−1)B1,(n) −
z̄0 − b

b− a
×

×R∗
T,(n−1)(b)R

−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n) −




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
−1

z̄0−bIm








K̂−1
2,nv̂n =

= α(n−1)(z) + (b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+

(b− z)(z̄0 − a)
(b− a)(z̄0 − z)(z0 − b)

u∗2,(n−1)×

×R∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(a)
{
(b− z)R−1∗

T,(n−1)(a)+(z − a)R−1∗
T,(n−1)(b)

}
K−1

1,(n−1)B1,(n)×

× K̂−1
2,nv̂n − b− z

(z̄0 − z)(z0 − b)(b− a)
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄) {(z̄0 − a)(b− z)+

+(z̄0 − b)(z − a)}K−1
2,(n−1)B2,(n)K̂

−1
2,nv̂n +

(b− z)(z − a)
(z̄0 − z)(z0 − b)

u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)×
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×




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
−1

z̄0−bIm


 K̂−1

2,nv̂n = α(n−1)(z) + (b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+

+
(b− z)(z̄0 − a)
(z̄0 − z)(z0 − b)

u∗2,(n−1)R
∗
T,(n−1)(a)K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
2,nv̂n−

− b− z

z0 − b
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,nv̂n+

+
(b− z)(z − a)

(z̄0 − z)(z0 − b)
u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
−1

z̄0−bIm


 K̂−1

2,nv̂n.

Îêîí÷àòåëüíî, èç ðàâåíñòâà

R∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
−1

z̄0−bIm


 = R∗

T,(n−1)(b)




(−1)n−1

(z̄0−z)n Im

...
−1

z̄0−z Im


 (21)

ñëåäóåò, ÷òî

X11(z)=α(n−1)(z)+(b− z)
w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+

(b− z)(z̄0 − a)
(z̄0 − z)(z0 − b)

u∗2,(n−1)R
∗
T,(n−1)(a)×

×K−1
1,(n−1)B1,(n)K̂

−1
2,nv̂n − b− z

z0 − b
u∗2,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,nv̂n+

− (b− z)(z − a)
(z0 − b)

u∗2,(n−1)R
∗
T,(n−1)(a)




(−1)n−1

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


 K̂−1

2,nv̂n. (22)

Èç (20) è (22) ïîëó÷àåì (16).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (17). Èìååì

β(n)(z) = −(b− z)u∗1,(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

1,(n)RT,(n)(b)u1,(n) = −(b− z)×

×
(
u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)

w∗1,n

z̄0 − b

)[
Inm K−1

1,(n−1)B1,(n)

0m×nm Im

]
R−1∗

T,(n)(b)R
∗
T,(n)(z̄)×

×
[

K−1
1,(n−1) −K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n

0m×nm K̂−1
1,n

][
RT,(n−1)(b)u1,(n−1)

w1,n

z0−b

]
= −(b− z)×

×
(

u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b) u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)K

−1
1,(n−1)B1,(n) +

w∗1,n

z̄0 − b

)
×
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×




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

R−1∗
T,(n−1)(b)R

∗
T,(n−1)(z̄)

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im

0m×nm
z̄0−b
z̄0−z Im




[
K−1

1 RT,(n−1)(b)u1,(n−1)−K−1
1 B1K̂

−1
1,n

w1,n

z0−b

K̂−1
1,n

w1,n

z0−b

]
=

=−(b− z)


u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄) (z − b)u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


+

+ u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)K

−1
1,(n−1)B1,(n)

z̄0 − b

z̄0 − z
+

w∗1,n

z̄0 − z


×

×
[

K−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1) −K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n

w1,n

z0−b

K̂−1
1,n

w1,n

z0−b

]
=

= β(n−1)(z) + (z − b)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


 K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
−

− (b− z)u∗1,(n−1)

(
−(z̄0 − z)R

∗
T,(n−1)(z̄) + R∗

T,(n−1)(b)(z̄0 − b)
)

K−1
1,(n−1)×

×B1,(n)K̂
−1
1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+ β̂n(z).

Èç î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà

−(z̄0−z)R
∗
T,(n−1)(z̄)+R∗

T,(n−1)(b)(z̄0−b)=(z−b)R∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)

ïîëó÷èì

β(n)(z) = β(n−1)(z) + (z − b)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
+

+ (z − b)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n×

× w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+ β̂n(z). (23)

À òåïåðü âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (17). Èìååì

X12 = α(n−1)(z)β̂n(z) + β(n−1)(z)δ̂n(z) = β̂n(z) + β(n−1)(z) + (b− z)2×
× u∗1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)

[
R−1∗

T,(n−1)(a)R∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1)w

∗
1,n+

+K−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)v̂

∗
n

]
K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
= β̂n(z) + β(n−1)(z)+
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+(b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)

[
R−1∗

T,(n−1)(a)R∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)

(
B2,(n) −K2,(n−1)×

×K−1
1,(n−1)B1,(n)

)z̄0 − b

b− a
+K−1

1,(n−1)

(
−K1,(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)R

−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n)−

− b− a

z̄0 − b
K1,(n−1)




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 +

z̄0 − a

z̄0 − b
B1,(n)







z̄0 − b

b− a
K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (11) è (12). Äàëåå èìååì

X12 = β̂n(z) + β(n−1)(z) + (b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)

[
R−1∗

T,(n−1)(a)R∗
T,(n−1)(b)×

×
(
K−1

2,(n−1)B2,(n) −K−1
1,(n−1)B1,(n)

)(
−R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n) −

− b− a

z̄0 − b




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


+

z̄0 − a

z̄0 − b
K−1

1,(n−1)B1,(n)






z̄0 − b

b− a
K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
=

= β̂n(z)+β(n−1)(z)+(b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)


−R−1∗

T,(n−1)(a)R∗
T,(n−1)(b)K

−1
1,(n−1)×

×B1,(n)
z̄0 − b

b− a
−




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 +

z̄0 − a

b− a
K−1

1,(n−1)B1,(n)


 K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî

X12 = β̂n(z)+β(n−1)(z)+(b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)nIm

(z̄0−z)n+1

...
−Im

(z̄0−z)2


K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
+

+ (b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)
[
−R−1∗

T,(n−1)(a)(z̄0 − b)+

+(z̄0 − a)R−1∗
T,(n−1)(b)

]
K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n

w1,n

(b− a)(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Èç ðàâåíñòâà

−(z̄0 − b)R−1∗
T,(n−1)(a) + (z̄0 − a)R−1∗

T,(n−1)(b) = (b− a)R−1∗
T,(n−1)(z0)

ïîëó÷èì

X12 = β̂n(z)+β(n−1)(z)+(b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)nIm

(z̄0−z)n+1

...
−Im

(z̄0−z)2


K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
+
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+(b− z)2u∗1,(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)K−1

1,(n−1)B1K̂
−1
1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Îòñþäà è èç (23) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (17).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (18). Èìååì

γ(n)(z) = (z − a)v∗(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

2,(n)RT,(n)(b)v(n) = (z − a)v∗(n)R
∗
T,(n)(z̄)×

×
[

K−1
2,(n−1) −K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

0m×nm K̂−1
2,n

][
Inm 0nm×m

−B∗
2,(n)K

−1
2,(n−1) Im

]
RT,(n)(b)v(n) =

= (z − a)
(

v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)

v̂∗n
z̄0 − b

) [
Inm K−1

2,(n−1)B2,(n)

0m×nm Im

]
R−1∗

T,(n)(b)×

×R∗
T,(n)(z̄)

[
K−1

2,(n−1) −K−1
2,(n−1)B2,(n)K̂

−1
2,n

0m×nm K̂−1
2,n

][
RT,(n−1)(b)v(n−1)

v̂n
z0−b

]
=

= (z − a)
(

v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b) v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)B2,(n) +

v̂∗n
z̄0 − b

)
×

×




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

R−1∗
T,(n−1)(b)R

∗
T,(n−1)(z̄)

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im

0m×nm
z̄0−b
z̄0−z Im




(
K−1

2 RT,(n−1)(b)v(n−1)−K−1
2 B2K̂

−1
2,n

v̂n
z0−b

K̂−1
2,n

v̂n
z0−b

)
=

= (z − a)


v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄) v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im


+

+v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)B2,(n)

z̄0 − b

z̄0 − z
+

v̂∗n
z̄0 − z

)
×

×
(

K−1
2,(n−1)RT,(n−1)(b)v(n−1) −K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n
z0−b

K̂−1
2,n

v̂n
z0−b

)
=

= γ(n−1)(z) + γ̂n(z) + (z − a)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im


 K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
+

+ (z − a)v∗(n−1)

(
−(z̄0 − z)R∗

T,(n−1)(z̄) + (z̄0 − b)R∗
T,(n−1)(b)

)
K−1

2,(n−1)×

×B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Èç ðàâåíñòâà

−(z̄0−z)R∗
T,(n−1)(z̄)+(z̄0−b)R∗

T,(n−1)(b)=(z−b)R∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)
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ïîëó÷èì

γ(n)(z) = γ(n−1)(z) + γ̂n(z) + (z − a)(z − b)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)n

(z̄0−z)n+1 Im

...
−1

(z̄0−z)2
Im


×

×K̂−1
2,n

v̂n

z0 − b
+(z − b)(z − a)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)K−1

2,(n−1)×

×B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
. (24)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (18). Èìååì

X21 = γ(n−1)(z)α̂n(z) + δ(n−1)(z)γ̂n(z) = (z − a)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)×

×RT,(n−1)(b)v(n−1)

(
Im + (b− z)

w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b

)
+

(
Im − (b− z)v∗(n−1)×

×R∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)

)
(z − a)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
2,n

v̂n

z0 − b
=

= γ(n−1)(z) + γ̂n(z) + (b− z)(z − a)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)RT,(n−1)(b)×

×v(n−1)

w∗2,n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
−(z − a)(b− z)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)RT,(n−1)(b)×

×u1,(n−1)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

2,n

v̂n

z0 − b
=γ(n−1)(z)+γ̂n(z)+(b− z)(z − a)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

× z̄0 − a

a− b

(
K−1

2,(n−1)B2,(n) −K−1
1,(n−1)B1,(n)

)
K̂−1

2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
−(z − a)(b− z)×

× v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)

z̄0 − b

b− a

(
−R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n)−

− b− a

z̄0 − b




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 +

z̄0 − a

z̄0 − b
K−1

1,(n−1)B1,(n)


 K̂−1

2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâàìè (11) è (12). Äàëåå èìååì

X21 = γ(n−1)(z) + γ̂n(z)− (z − a)(z − b)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 K̂−1

2,n×

× v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+

(b− z)(z − a)
a− b

v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)×

×
(
−(z̄0 − a)K−1

1,(n−1)B1,(n) + (z̄0 − a)K−1
1,(n−1)B1,(n)

)
K̂−1

2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+

+
(b− z)(z − a)

a− b
v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)×
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×
(
(z̄0 − a)R−1∗

T,(n−1)(b)−(z̄0 − b)R−1∗
T,(n−1)(a)

)
K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
=

= γ(n−1)(z) + γ̂n(z)− (z − a)(z − b)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 K̂−1

2,n×

× v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+ (z − b)(z − a)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)×

×R−1∗
T,(n−1)(z0)K−1

2,(n−1)B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî èç

(z̄0 − a)R−1∗
T,(n−1)(b)− (z̄0 − b)R−1∗

T,(n−1)(a) = (b− a)R−1∗
T,(n−1)(z0).

Èç (21) èìååì

X21 = γ(n−1)(z) + γ̂n(z) + (z − a)(z − b)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)




(−1)nIm

(z̄0−z)n+1

...
−Im

(z̄0−z)2


 K̂−1

2,n×

× v̂n

z0 − b
+ (z − b)(z − a)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(z0)K−1

2,(n−1)×

×B2,(n)K̂
−1
2,n

v̂n

(z0 − b)(z̄0 − z)
.

Îòñþäà è èç (24) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (18).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (19). Èìååì

δ(n)(z) = Im − (b− z)v∗(n)R
∗
T,(n)(z̄)K−1

1,(n)RT,(n)(b)u1,(n) =

= Im − (b− z)
(

v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)

v̂∗n
z̄0 − b

) [
Inm K−1

2,(n−1)B2,(n)

0m×nm Im

]
×

×




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

R−1∗
T,(n−1)(b)R

∗
T,(n−1)(z̄)

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im

0m×nm
z̄0−b
z̄0−z Im




[
K−1

1,(n−1) −K−1
1,(n−1)B1,(n)K̂

−1
1,n

0m×nm K̂−1
1,n

]
×

×
[

RT,(n−1)(b)u1,(n−1)
w1,n

z0−b

]
= Im − (b− z)×

×


v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄) v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(b)




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im


+
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+v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)B2,(n)

z̄0 − b

z̄0 − z
+

v̂∗n
z̄0 − z

)
×

×
[

K−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1) −K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n

w1,n

z0−b

K̂−1
1,n

w1,n

z0−b

]
= δ(n−1)(z)−

− (b− z)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
− (b− z)v∗(n−1)

(
−R∗

T,(n−1)(z̄)K−1
1,(n−1)B1,(n)+

+R∗
T,(n−1)(b)




(−1)n(z−b)
(z̄0−z)n+1 Im

...
−(z−b)
(z̄0−z)2

Im


 + R∗

T,(n−1)(b)K
−1
2,(n−1)B2,(n)

z̄0 − b

z̄0 − z


 K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
.

Èç (21) ïîëó÷èì

δ(n)(z) = δ(n−1)(z)− (b− z)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
− (b− z)v∗(n−1)

(
−R∗

T,(n−1)(z̄)×

×K−1
1,(n−1)B1,(n) −R∗

T,(n−1)(z̄)
z − b

z̄0 − z




(−1)n−1

(z̄0−b)n Im

...
1

(z̄0−b)Im


+

+R∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)B2,(n)

z̄0 − b

z̄0 − z

)
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
. (25)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (19). Èìååì
X22 = γ(n−1)(z)β̂n(z) + δ(n−1)(z)δ̂n(z) = −(z − a)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)×

×RT,(n−1)(b)v(n−1)(b− z)
w∗1,n

z̄0 − z
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
+

(
Im − (b− z)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

× K−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)

)(
Im − (b− z)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
1,n

w1,n

z0 − b

)
=

= δ(n−1)(z)− (z − a)(b− z)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)K−1

2,(n−1)×

×RT,(n−1)(b)v(n−1)

w∗1,n

z̄0 − z
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
+ (b− z)2v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

×K−1
1,(n−1)RT,(n−1)(b)u1,(n−1)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
1,n

w1,n

z0 − b
− (b− z)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
1,n

w1,n

z0 − b
=

=δ(n−1)(z)−(z − a)(b− z)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)

(
K−1

2,(n−1)B2,(n)−K−1
1,(n−1)B1,(n)

)
×

× K̂−1
1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
z̄0 − b

b− a
+ (b− z)2v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)×

×


−R∗

T,(n−1)(b)R
−1∗
T,(n−1)(a)K−1

2,(n−1)B2,(n) −
b− a

z̄0 − b




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 +

+
z̄0 − a

z̄0 − b
K−1

1,(n−1)B1,(n)

)
K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
z̄0 − b

b− a
− (b− z)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
1,n

w1,n

z0 − b
.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì (11) è (12). Äàëåå èìååì

X22 = δ(n−1)(z)− (b− z)2v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


K̂−1

1,n

w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+

+(b− z)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄) ((z − a)(z̄0 − b) + (b− z)(z̄0 − a))K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n×

× w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)(b− a)
−(b− z)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)R∗

T,(n−1)(b)
(
(z − a)R−1∗

T,(n−1)(b)+

+(b− z)R−1∗
T,(n−1)(a)

) w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
z̄0 − b

b− a
− (b− z)

v̂∗n
z̄0 − z

K̂−1
1,n

w1,n

z0 − b
.

Èç
(z − a)R−1∗

T,(n−1)(b) + (b− z)R−1∗
T,(n−1)(a) = (b− a)R−1∗

T,(n−1)(z̄)

ïîëó÷èì

X22 = δ(n−1)(z)− (b− z)2v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(z̄)




(−1)n−1Im

(z̄0−b)n

...
Im

z̄0−b


 K̂−1

1,n×

× w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
+ (b− z)v∗(n−1)R

∗
T,(n−1)(z̄)K−1

1,(n−1)B1,(n)K̂
−1
1,n

w1,n

z0 − b
−

− (b− z)v∗(n−1)R
∗
T,(n−1)(b)K

−1
2,(n−1)B2,(n)K̂

−1
1,n

(z̄0 − b)w1,n

(z0 − b)(z̄0 − z)
−

− (b− z)
v̂∗n

z̄0 − z
K̂−1

1,n

w1,n

z0 − b
.

Îòñþäà è èç (25) ñëåäóåò (19). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Èç òåîðåìû 3 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Ðåçîëüâåíòíàÿ ìàòðèöà U(n)(z) âïîëíå íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è
Êàðàòåîäîðè (1) äîïóñêàåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå

U(n)(z) = b0(z)× b1(z)× · · · × bn(z). (26)

2. Îáîáùåííûå ïàðàìåòðû Øóðà.
Èç ðàâåíñòâà (13)

b− a

z̄0 − b
v̂pw

∗
1,p = (z0 − a)K̂1,p + (z0 − b)K̂2,p > 0m

ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèö v̂p.

Îïðåäåëåíèå 6. Îáîáùåííûìè ïàðàìåòðàìè Øóðà äëÿ âïîëíå íåîïðåäåëåí-
íîé çàäà÷è Êàðàòåîäîðè (1) íàçûâàþòñÿ ìàòðèöû

ŝ0 = s0, ŝp =
z0 − b

b− a
v̂−1
p

(
(z̄0 − a)K̂1,p + (z̄0 − b)K̂2,p

)
v̂−1∗
p , p > 0. (27)

Çäåñü K̂1,p, K̂2,p, v̂p îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (7) è (10).
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Ëåììà 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

w1,p = v̂pŝp, (28)

w2,p = −z0 − a

z0 − b
v̂pŝp, (29)

K̂1,p = v̂p

ŝp − ŝ∗p
z0 − z̄0

v̂∗p, (30)

K̂2,p = v̂p

− z0−a
z0−b ŝp + z̄0−a

z̄0−b ŝ∗p
z0 − z̄0

v̂∗p. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (28) ñëåäóåò èç (13). Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà
w2,p = − z0−a

z0−b w1,p ïîëó÷èì (29).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (30). Â ñèëó (27), èìååì

v̂p

ŝp − ŝ∗p
z0 − z̄0

v̂∗p =
1

(z0 − z̄0)(b− a)

[
(z0 − b)

(
(z̄0 − a)K̂1,p + (z̄0 − b)K̂2,p

)
−

−(z̄0 − b)
(
(z0 − a)K̂1,p + (z0 − b)K̂2,p

)]
=

1
(z0 − z̄0)(b− a)

×

× [(z0 − b)(z̄0 − a)− (z̄0 − b)(z0 − a)] K̂1,p = K̂1,p.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (31). Èç (27) ïîëó÷èì

v̂p

− z0−a
z0−b ŝp + z̄0−a

z̄0−b ŝ∗p
z0 − z̄0

v̂∗p =
1

(z0 − z̄0)(b− a)

[
−z0 − a

z0 − b
(z0 − b)

(
(z̄0 − a)K̂1,p+

+ (z̄0 − b)K̂2,p

)
+

z̄0 − a

z̄0 − b
(z̄0 − b)

(
(z0 − a)K̂1,p + (z0 − b)K̂2,p

)]
=

=
1

(z0 − z̄0)(b− a)
[−(z0 − a)(z̄0 − b) + (z̄0 − a)(z0 − b)] K̂2,p = K̂2,p.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ìíîæèòåëè Áëÿøêå�Ïîòàïîâà (14) ïðåäñòàâèìû â âèäå

bp(z) =




Im − (b−z)(z̄0−a)(z0−z̄0)
|z0−b|2(z̄0−z)

ŝ∗p
(
− z0−a

z0−b ŝp + z̄0−a
z̄0−b ŝ∗p

)−1

(z−a)(z0−z̄0)
(z̄0−z)(z0−b)

(
− z0−a

z0−b ŝp + z̄0−a
z̄0−b ŝ∗p

)−1

− (b−z)(z0−z̄0)
(z̄0−z)(z0−b) ŝ

∗
p

(
ŝp − ŝ∗p

)−1
ŝp

Im − (b−z)(z0−z̄0)
(z̄0−z)(z0−b)

(
ŝp − ŝ∗p

)−1
ŝp

]
, (32)

çäåñü ŝp � îáîáùåííûå ïàðàìåòðû Øóðà (27).

Òåîðåìà 5 ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ôîðìóë (28)�(31) â ðàâåí-
ñòâî (14).
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3. Ïîøàãîâûé ïðîöåññ Øóðà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äàíà âïîëíå íåîïðåäåëåííàÿ çàäà÷à Êàðàòåîäîðè (1) è
ìíîæèòåëè Áëÿøêå-Ïîòàïîâà bp (0 ≤ p ≤ n) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (14).
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé Ln îïèñûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèé äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

s(z) = b0(z)
{
· · · bn−1(z)

{
bn(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·

}
,

[
p(z)
q(z)

]
∈ S∞[a, b].

Çäåñü

bp(z)
{[

p(z)
q(z)

]}
:=

[
α̂p(z)p(z) + β̂p(z)q(z)

] [
γ̂p(z)p(z) + δ̂p(z)q(z)

]−1
, (33)

à α̂p, β̂p, γ̂p, δ̂p îïðåäåëåíû â (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 0 êîððåêòíîñòü äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (33) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà b0(z) = U0(z) è òåîðåìû 1. Èç ôîðìóëû (32)
ñëåäóåò, ÷òî âñå ìíîæèòåëè Áëÿøêå�Ïîòàïîâà bp(z) èìåþò ñòðóêòóðó àíà-
ëîãè÷íóþ ñòðóêòóðå ðåçîëüâåíòíîé ìàòðèöû U0(z). Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðà-
çîâàíèå (33) îïðåäåëåíî êîððåêòíî äëÿ âñåõ p ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû
äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ïàðîé col[s(z), Im] ∈ S∞[a, b], çäåñü
s(z) ∈ S[a, b], êîòîðûå îáîçíà÷èì

bp(z){s(z)} := bp(z)
{[

s(z)
Im

]}
.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî îïðåäåëåíà ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé

b0(z)
{
· · · bp−1(z)

{
bp(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·

}

äëÿ col[p(z), q(z)] ∈ S∞[a, b], p ≥ 0. Ýòà ñóïåðïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìàòðèöà êîòîðîãî ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ

b0(z)× b1(z)× · · · × bn(z).

Äàëåå èìååì

b0(z)
{
· · · bn−1(z)

{
bn(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·

}
=

= (b0(z)× b1(z)× · · · × bn(z))
{[

p(z)
q(z)

]}
= U(n)(z)

{[
p(z)
q(z)

]}
= s(z).

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (26), à òðåòüå � èç (5).
Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.



94 Ñåðèêîâà È. Þ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Schur I. �Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschr�ankt sind /

Schur I. // J. reine u. angew. Math., 1917. � Vol. 147. � P. 205-232.
2. Schur I. �Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschr�ankt sind /

Schur I. // J. reine u. angew. Math., 1918. � Vol. 148. � P. 122-145.
3. Êîâàëèøèíà È.Â. Ìåòîä òðèàäû â òåîðèè ïðîäîëæåíèÿ ýðìèòîâî-

ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé / Êîâàëèøèíà È.Â., Ïîòàïîâ Â.Ï. // Èçâåñòèÿ
Àêàä. Íàóê Àðìÿí. ÑÑÐ, 1989. � Ò. 23, � 4. � Ñ. 269-292.

4. Êîâàëèøèíà È.Â. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îäíîãî êëàññà èíòåðïîëÿöèîííûõ çà-
äà÷ / Êîâàëèøèíà È.Â. // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì., 1983. � Ò. 47, � 3. �
C. 455�497.

5. Äþêàðåâ Þ.Ì. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå è àääèòèâíûå êëàññû Ñòèëòüåñà àíàëèòè-
÷åñêèõ ìàòðèö-ôóíêöèé è ñâÿçàííûå ñ íèìè èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è / Äþêà-
ðåâ Þ.Ì., Êàöíåëüñîí Â.Ý. // Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è èõ
ïðèëîæåíèÿ, 1981. � Âûï.36. � Ñ.13-27.

6. Äþêàðåâ Þ.Ì. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ çàäà÷ â êëàññå Ñòèë-
òüåñà, îñíîâàííàÿ íà ñîãëàñîâàííûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïàð íåîòðè-
öàòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. 1 / Äþêàðåâ Þ.Ì. // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àíàëèç,
ãåîìåòðèÿ, 1999. � Ò. 6. � � 1/2. � Ñ. 30-54.

7. Äþêàðåâ Þ.Ì. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà ðåçîëüâåíòíûõ ìàòðèö èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ çàäà÷ â êëàññå Ñòèëòüåñà / Äþêàðåâ Þ.Ì. // Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó, ñåðiÿ ¾Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìå-
õàíiêà¿, 1999. � � 458. � Ñ. 143-153.

8. Äþêàðåâ Þ.Ì. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à â êëàññå R[a, b] / Þ.Ì. Äþêàðåâ,
À.Å. ×îêå Ðèâåðî // Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë, 2003. � Ò. 55, � 8. �
Ñ. 1044�1057.

9. Äþêàðåâ Þ.Ì. Çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà â êëàññå S[a, b] / Þ.Ì. Äþêàðåâ, À.Å.
×îêå Ðèâåðî // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ìàòåìàòèêà, 2003. � �2.
� C. 36�45.

10. ×îêå Ðèâåðî À. Å. Çàäà÷à Êàðàòåîäîðè â êëàññå S[a, b] / À.Å. ×îêå Ðèâåðî //
Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé, ìàòåìàòèêà, 2006. � �11. � C. 61 � 76.

11. Äþêàðåâ Þ. Ì. Î âïîëíå íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è Íåâàíëèííû-Ïèêà â êëàññå
S[a, b] / Þ. Ì. Äþêàðåâ, È. Þ. Ñåðèêîâà // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäå-
íèé, ìàòåìàòèêà, 2007. � � 11. � Ñ. 19�30.

12. Choque Rivero A.E. Multiplicative Structure of the Resolvent Matrix for the
Truncated Hausdor� Matrix Moment Problem / A.E. Choque Rivero // Operator
Theory: Advanced and Application, 2012. � Vol. 226. � P. 193�210.

13. Ñåðèêîâà È.Þ. Ïîøàãîâîå ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ íà êîìïàêò-
íîì èíòåðâàëå. 1 / È.Þ. Ñåðèêîâà // Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-
ñèòåòó, ñåðiÿ ¾Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà¿, 2012. � � 1030.
� C. 71�78.

Ñòàòüÿ ïîëó÷åíà: 24.03.2014; îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò: 3.10.2014;
ïðèíÿòà: 20.10.2014.


