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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàáëþäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé ñèñòåìîé âçàèìîñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ Âàí äåð Ïîëÿ. Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ öèêëè÷åñêèé õàðàêòåð.
Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä ñèíòåçà èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé,
ðàçðàáîòàííûé äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ìåòîä
ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü êîíå÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå èñêîìûå
íåèçâåñòíûå êàê ôóíêöèè îò èçâåñòíûõ âåëè÷èí.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàáëþäàòåëü, èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ, èíâàðèàíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ, îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ.
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Ââåäåíèå.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ôèçèêè, áèîëîãèè â êà÷åñòâå ìîäåëè íåëèíåéíûõ
öèêëè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èìåþùèõ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, èñïîëüçóþò
ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îñöèë-
ëÿòîðîâ Âàí äåð Ïîëÿ [1]. Îäíîé èç çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè
è ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé îðãàíèçìà, òàêèõ êàê ñåðäå÷íàÿ
äåÿòåëüíîñòü, äûõàíèå, ëîêîìîòîðíàÿ àêòèâíîñòü, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ïîëíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðîâ òàêèõ ñèñòåì ïî ðåçóëüòà-
òàì èçìåðåíèÿ âûõîäíûõ ñèãíàëîâ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè [2], [3].
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ñêîðîñòåé
è ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñèñòåìû îñöèëëÿòîðîâ
Âàí äåð Ïîëÿ, ïî èíôîðìàöèè îá èõ äâèæåíèè. Èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé
â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå ìåòîä èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé [4], êîòîðûé â
çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè ìåæäó
èçâåñòíûìè è íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè [5], [6]. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íàáëþäåíèÿ è îäíîâðåìåííîé èäåíòèôèêàöèè ðàññìîò-
ðåíà äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ. Äàëåå, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìû
îöåíêè ðàñïðîñòðàíåíû íà ñèñòåìó ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé íåëèíåéíûõ îñ-
öèëëÿòîðîâ.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê îñöèëëÿòîðà Âàí Äåð Ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí Äåð Ïîëÿ, îïèñûâàþùåå ïðîöåññ ðåëàêñàöèîííûõ
êîëåáàíèé [7]

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ ω2x = 0. (1)

Çäåñü x � îòêëîíåíèå òî÷êè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, µ � êîýôôèöèåíò
ïðè íåëèíåéíîì ñëàãàåìîì, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó äåìïôèðîâà-
íèÿ, µ > 0. Ðåæèì µ = 0 ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì áåç òðåíèÿ è îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω. Îäíîé èç
çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè è ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ ñ ïîìîùüþ îñöèëëÿòîðíûõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè
òî÷êè x è ïàðàìåòðà ω â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âðåìåíè x(t)
äîñòóïíû èçìåðåíèþ.

Îáîçíà÷èâ x1 = x, x2 = dx/dt, ïåðåïèøåì (1) â âèäå ñèñòåìû

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2x1 + µ(1− x21)x2,

y = x1.

(2)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ x2(t) è ω êàê çàäà÷ó íàáëþäåíèÿ è îäíî-
âðåìåííîé èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû (2) ïî èçâåñòíîé èíôîðìàöèè î äâèæå-
íèè. Òàêîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ âûõîä � ôóíêöèÿ y(t), à òàêæå òå âåëè÷è-
íû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî ëèøü çíà÷åíèé
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âûõîäà. Â ÷àñòíîñòè, äàëåå èçâåñòíûì áóäåì ñ÷èòàòü ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ξ̇ = U(ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ Rp, p > 1, (3)

â êîòîðîé ôóíêöèè U(ξ, x1) óäîâëåòâîðÿþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì òåîðåì
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äëÿ t ∈ [0,∞).

Äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íàáëþäåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçó-
åì ìåòîä ñèíòåçà èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íåèçâåñò-
íûõ [6].

Çàäà÷à 1. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè ïåðåìåííîé x2(t) è ïà-
ðàìåòðà ω ñèñòåìû (2) ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âûõîäà x1(t).

Çàìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé íàáëþäàåìîñòè è èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè [8] ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîñòü ÿêîáèåâîé ìàòðè-
öû J = ∂(y, ẏ)/∂(x2, ω), ãäå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìîé ôóíêöèè y(t) = x1(t)
âçÿòû â ñèëó ñèñòåìû (2). Òàê êàê detJ = −2ωx1, òî ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ
íåèäåíòèôèöèðóåìîé ïðè x1(t) = 0.

Èñïîëüçóåìûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè íàðóøàþòñÿ íà äèñêðåòíîì
ìíîæåñòâå ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïðåäëàãàåìûé íèæå àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ áó-
äåò èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ îöåíîê íåèçâåñòíûõ íà
èíòåðâàëàõ çíàêîïîñòîÿíñòâà âûõîäà x1(t).

Ñèíòåç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé â çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòèê îñöèëÿòîðà Âàí Äåð Ïîëÿ. Äëÿ ðåøåíèå çàäà÷è íàáëþäå-
íèÿ è èäåíòèôèêàöèè èñïîëüçóåì ìåòîä ñèíòåçà èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé,
ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷àòü â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû àñèìïòîòè-
÷åñêèå îöåíêè íåèçâåñòíûõ. Ñóòü äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â äèíàìè÷åñêîì
ðàñøèðåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) óðàâíåíè-
ÿìè (3), ãäå p ðàâíî 2 � ÷èñëó íåèçâåñòíûõ: ôóíêöèè x2(t) è ïîñòîÿííîé ω.
Ïðè ýòîì ïðàâûå ÷àñòè U(ξ, x1) ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åí-
íàÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2),(3) äîïóñêàëà
ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2, (4)

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Ñîîòíîøåíèÿ (4) ôîðìèðóþò äîïîëíèòåëüíûå íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ

äëÿ íåèçâåñòíûõ, ò.å. rank ∂(F1,F2)
∂(x2,ω)

= 2;

2) Ñîîòâåòñòâóþùåå (4) èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M = {(x1, x2, ξ, ω) ⊆
R4 : Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2} îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (2),(3). Èíûìè ñëîâàìè íà
ëþáûõ ðåøåíèÿõ

lim
t→∞

Fi(x1(t), x2(t), ξ(t), ω) = 0, i = 1, 2.
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Ñèíòåç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ñîîòíîøåíèÿ âèäà (4) ñóùåñòâóþò.

×òîáû ñâîéñòâî 1) áûëî âûïîëíåíî âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè áó-
äåì èñêàòü èõ â âèäå

F1(x1, x2, ξ, ω) = x2 − ξ1 −Ψ1(x1) = 0,

F2(x1, x2, ξ, ω) = ω2 − ξ2 −Ψ2(x1) = 0,
(5)

ãäå ïåðåìåííûå ξ1(t), ξ2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (3). Íà ôóíêöèè Ψ1(x1),Ψ2(x1), U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) ïîêà íå
íàêëàäûâàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, êðîìå òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Åñëè ýòè ôóíêöèè âûáðàíû òàê, ÷òî
ñîîòíîøåíèÿ (5) ñòàíîâèòñÿ èíâàðèàíòíûìè íà ðàññìàòðèâàåìîì ðåøåíèè,
òî òîãäà íåèçâåñòíûå x2(t), ω ìîãóò áûòü íàéäåíû íåïîñðåäñòâåííî èç ðà-
âåíñòâ (5).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèéΨ1(x1), Ψ2(x1)
ñóùåñòâóþò óïðàâëåíèÿ U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) òàêèå, ÷òî ðàâåíñòâà (5)
âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî íà íåêîòîðûõ ðåøåíèÿõ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2),(3).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ââåäåì ïåðåìåííûå ε1, ε2, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íåâÿç-
êó â ôîðìóëàõ (5) íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2),(3).

x2(t)− ξ1(t)−Ψ1(x1(t)) = ε1, ω2 − ξ2(t)−Ψ2(x1(t)) = ε2. (6)

Ñäåëàåì â óðàâíåíèÿõ (2) çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïåðåéäåì ïî ôîðìóëàì (6) îò
ïåðåìåííûõ x2, ω

2 ê ïåðåìåííûì ε1, ε2 ñîîòâåòñòâåííî. Äèôôåðåíöèðóÿ (6) â
ñèëó ñèñòåìû (2),(3), ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îòêëîíå-
íèé

ε̇1 = −U1 + (ε1 + ξ1 +Ψ1(x1))
[
(µ(1− x21)−Ψ′

1

]
− x1(ε2 + ξ2 +Ψ2(x1)),

ε̇2 = −U2 −Ψ′
2(ξ1 + ε1 +Ψ1(x1)),

(7)

ãäå çíàê ′ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé x1.
×òîáû ðàâåíñòâà (5) âûïîëíÿëèñü òîæäåñòâåííî íà íåêîòîðûõ ðåøåíè-

ÿõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2),(3), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7) äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ε1(t) = ε2(t) ≡ 0.

Äëÿ ýòîãî ôèêñèðóåì âèä ïðàâûõ ÷àñòåé (3), à èìåííî: äëÿ ëþáûõ
Ψ1(x1),Ψ2(x1) ïîëîæèì

U1(ξ1, ξ2, x1) = [µ(1− x21)−Ψ1
′(x1)](ξ1 +Ψ1(x1))− (ξ2 +Ψ2(x1))x1,

U2(ξ1, ξ2, x1) = −Ψ2
′(x1)(ξ1 +Ψ1(x1)).

(8)

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îòêëîíåíèé
ε1, ε2 ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíîé

ε̇1 = [µ(1− x21)−Ψ1
′(x1)]ε1 − x1ε2,

ε̇2 = −Ψ2
′(x1)ε1,

(9)
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à çíà÷èò äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé Ψ1(x1),Ψ2(x1) íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ξ1(0), ξ2(0) â çàäà÷å Êîøè äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî â
ìîìåíò t = 0 ôîðìóëû (5) ñòàíîâÿòñÿ âåðíûìè ðàâåíñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îòêëîíåíèé ε1(0) = ε2(0) = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàâåíñòâà (5) íà òðàåêòîðèè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (2),(3) âûïîëíÿþò-
ñÿ òîæäåñòâåííî, îáðàçóÿ, òåì ñàìûì, ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé,
â êîòîðûõ åäèíñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè îñòàþòñÿ x2(t), ω.

Â îáùåì ñëó÷àå îñóùåñòâèòü òàêîé âûáîð ξ1(0), ξ2(0) íå óäàåòñÿ, ïîñêîëü-
êó äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ x2(0), ω, êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è ÿâëÿ-
þòñÿ èñêîìûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (5) äëÿ
îöåíêè x2(t), ω íà ëþáîì ðåøåíèè ñèñòåìû (2),(3) òðåáóåòñÿ èç ìíîæåñòâà
ôóíêöèé Ψ1(x1),Ψ2(x1) âûáðàòü òàêèå, ïðè êîòîðûõ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (9) îáëàäàëî áû ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè.

Ñòàáèëèçàöèÿ îòêëîíåíèé îò èíâàðèàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó ïîäáîðà ôóíêöèé Ψ1(x1),Ψ2(x1), îñòàþùèõñÿ ïîêà ñâîáîä-
íûìè, ñ öåëüþ ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ñèñòåìû (9). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

V1(x1) = µ(1− x21)−Ψ1
′(x1), V2(x1) = −Ψ2

′(x1), (10)

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (9) â âèäå

ε̇1 = V1(x1)ε1 − x1ε2,

ε̇2 = V2(x1)ε1.
(11)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè V1(x1), V2(x1) êàê óïðàâëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ãëîáàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11).

Ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è áóäåò ó÷èòûâàòü òîò
ôàêò, ÷òî ïîëîæåíèå x1(t) êîëåáëþùåéñÿ òî÷êè îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ
ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ ëèøü íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå èçîëèðîâàííûõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè ti, i = 1, 2, ..., êîòîðîå íå èìååò ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ñîãëàñíî
ñäåëàíîìó çàìå÷àíèþ ê çàäà÷å 1, áóäåì ïðîâîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíîå óëó÷øå-
íèå îöåíîê íåèçâåñòíûõ íà îòêðûòûõ èíòåðâàëàõ (0, t1), (t1, t2), ..., íà êàæäîì
èç êîòîðûõ âûõîä îòëè÷åí îò íóëÿ.

Îïèøåì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ íà îòäåëüíî âçÿòîì èíòåðâàëå. Ïóñòü t ∈ Ti =
(ti, ti+1), îáîçíà÷èì k = sign x1(t), t ∈ Ti. Â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâ-
ëåíèé âîçüìåì ôóíêöèè

V1(x1) = α|x1|, V2(x1) = β|x1|, (12)

ãäå α, β � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ïðè ýòèõ óïðàâëåíèÿõ ñèñòåìà (9) ïðèíè-
ìàåò âèä

ε̇1 = |x1|(αε1 − kε2),

ε̇2 = |x1|βε1.
(13)
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Ïîñêîëüêó ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà |x1(t)| ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæè-
òåëåì ïðè ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû (13), òî åå òðàåêòîðèè è íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè òðàåêòîðèÿìè è íàïðàâëåíèåì ïîëÿ
ñîðîñòåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

η̇1 = αη1 − kη2,

η̇2 = βη1.
(14)

Ïóñòü λ1 < 0, λ2 < 0 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (14), òîãäà, ïî òåîðåìå Âèåòà, α = λ1 + λ2, β = kλ1λ2. Îáîçíà÷èâ
λ = max{λ1, λ2}, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ
ïîêàçàòåëåì çàòóõàíèÿ, ðàâíûì λ:√

η12 + η22 = O(eλt).

Òàêîé æå õàðàêòåð áóäóò èìåòü è ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13).
Ïîñêîëüêó V1(x1), V2(x1) îïðåäåëåíû, òî ðàâåíñòâà (10) ìîæåì ðàññìàòðè-

âàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèéΨ1(x1),Ψ2(x1),
ôîðìèðóþùèõ èíâàðèàíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (5). Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

Ψ1
′ = µ(1− x21)− αkx1, Ψ2

′ = −βkx1, (15)

×òîáû â ìîìåíò ñìåíû çíàêà x1(t) ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (5) îñòàâàëèñü
íåïðåðûâíûìè, ÷àñòíîå ðåøåíèå (15) âûáåðåì â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì
Ψ1(0) = Ψ2(0) = 0. Òîãäà

Ψ1(x1) = x1

[
µ(1− x1

2

3
)− α|x1|

2

]
, Ψ2(x1) =

−βkx21
2

, (16)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëû (5), ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îöåíêè èñ-
êîìûõ íåèçâåñòíûõ, ïðèíèìàþò âèä

x2 = ξ1 + x1

[
µ(1− x1

2

3
)− α|x1|

2

]
+O(ε21 + ε22),

ω2 = ξ2 −
βkx21
2

+O(ε21 + ε22),

(17)

ãäå ôóíêöèè ξ1(t), ξ2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), êîòîðóþ, ñ ó÷åòîì (8),(16),
ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

ξ̇1 = α|x1|
[
ξ1 + µx1(1−

x21
3
)− αkx21

2

]
− (ξ2 −

βkx21
2

)x1,

ξ̇2 = β|x1|
[
ξ1 + µx1(1−

x21
3
)− αkx21

2

]
.

(18)
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Óðàâíåíèÿ (17),(18), îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî íàáëþäàòåëåé, ïàðàìåòðèçî-
âàííîå ïîñòîÿííûìè α = λ1 + λ2, β = kλ1λ2 è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ξ1(0), ξ2(0). Ïðè ýòîì êàæäûé èç ýòèõ íàáëþäàòåëåé, ïðè îòðèöàòåëüíûõ
λ1, λ2, îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêîå îöåíèâàíèå èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ: ïå-
ðåìåííîé x2(t) è ïàðàìåòðà ω.

Ñèñòåìà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìåõàíè÷åñêóþ
ìîäåëü ñèñòåìû, ñîñòàâëåííóþ èç n îñöèëëÿòîðîâ Âàí äåð Ïîëÿ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëîæåíèå êàæäîãî èç îñöèëëÿòîðîâ äîñòóïíî èçìåðåíèþ
yi(t) = x1i(t) è îíè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé óïðóãèìè ñâÿçÿìè ñ ëèíåéíûìè
æ¼ñòêîñòÿìè kij , i, j = 1, n. Ñèñòåìû òàêîãî ðîäà èñïîëüçóþòñÿ â ìåäèêî-
áèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé n = 2 îïèñûâàåò ðàñïðî-
ñòðàíåííóþ ìîäåëü ñåðäå÷íîé äåÿòåëüíîñòè, à n = 3 ìîäåëü õîäüáû ÷åëîâåêà
[1]. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä

˙xi1 = xi2,

˙xi2 = −ωi
2xi1 + µi(1− x2i1)xi2 +

n∑
j=1

kij(xj1 − xi1),

yi = xi1, i = 1, n.

(19)

Çàäà÷à 2. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè ïåðåìåííûõ xi2(t) è ïà-
ðàìåòðîâ ωi ñèñòåìû (19) ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âûõîäà xi1(t), i = 1, n.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 ïðîâåäåì ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå. Ïðåäñòàâèì íåèç-
âåñòíûå â âèäå ñóììû íåîïðåäåëåííûõ âåëè÷èí

xi2(t) = ξi1(t) + Ψi1(xi1(t)) + εi1(t),

ω2
i = ξi2(t) + Ψi2(xi1(t)) + εi2(t),

(20)

ãäå εij(t) � ñîîòâåòñòâóþùèå îòêëîíåíèÿ, ξij(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

˙ξij = Uij(ξij , x11, x21, ..., xn1), ξij(0) = ξij0 ∈ R, i = 1, n, j = 1, 2. (21)

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (21) äîëæíû çàâèñåòü òîëüêî ëèøü îò èçâåñòíûõ
âåëè÷èí. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé Ui(ξi, x11, x21, ..., xn1) âîçüìåì ôóíêöèè

Ui1 =
[
µi(1− x2i1)−Ψi1

′] (ξi1 +Ψi1)− (ξi2 +Ψi2)xi1 +
n∑

j=1

kij(xj1 − xi1),

Ui2 = −Ψi2
′(ξi1 +Ψi1) i = 1, n.

(22)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ îòêëîíåíèé n îäíîòèïíûõ ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (9)

˙εi1 = [µi(1− x2i1)−Ψi1
′]εi1 − xi1εi2,

˙εi2 = −Ψi2
′εi1, i = 1, n.

(23)
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Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ðàíåå ðåøåíèÿ (11), çàïèøåì óðàâíåíèÿ íàáëþäà-
òåëÿ ñêîðîñòåé ñèñòåìû n îñöèëëÿòîðîâ Âàí äåð Ïîëÿ

xi2 = ξi1 + xi1

[
µ(1− x2i1

3
)− α|xi1|

2

]
,

ωi
2 = ξi2 −

βkx2i1
2

, i = 1, n,

(24)

ãäå ôóíêöèè ξi1(t), ξi2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

˙ξi1 = α|xi1|
[
ξi1 + µixi1(1−

x2i1
3
)− αkx2i1

2

]
− xi1(ξi2 −

βkx2i1
2

) +
n∑

j=1

kij(xj1 − xi1),

˙ξi2 = β|xi1|
[
ξi1 + µixi1(1−

x2i1
3
)− αkx2i1

2

]
, i = 1, n.

(25)

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå ñõåìà áûëà ÷èñ-
ëåííî ïðîìîäåëèðîâàíà äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû (1). Ðåçóëüòàòû îäíîãî èç âàðèàíòîâ ñ÷åòà äëÿ îòäåëüíî âçÿ-
òîãî îñöèëëÿòîðà Âàí Äåð Ïîëÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå. Â êà÷åñòâå èçâåñò-
íîãî âûõîäà ñèñòåìû (2) âçÿòà êîîðäèíàòà x1(t) � ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1(0) = 2.5; x2(0) = −5.0 è ïàðàìåòðàìè
ω = 2.0; µ = 1.5. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòå-
ìû (18) ðàâíû ξ10 = −1.0; ξ20 = 2.0. Ïàðàìåòðû, ðåãóëèðóþùèå ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè: λ1 = −1.0; λ2 = −1.3.

1 2 3 4 5
t

-4

-2

2

4

x2HtL

2 4 6 8
t

-2

-1

1

2

3

4
Ω

2

Ðèñ. Àñèìïòîòè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïåðåìåííîé x2(t) è ïàðàìåòðà ω2

Íà ðèñóíêå èñêîìûå âåëè÷èíû: êîîðäèíàòà x2(t), íàéäåííàÿ â ðåçóëüòàòå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Âàí äåð Ïîëÿ è ïàðàìåòð ω2 (èçîáðà-
æåíû íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè) ñîïîñòàâëåíû ñ èõ îöåíêàìè (òî÷å÷íûå êðè-
âûå), ïîëó÷åííûìè ïî ôîðìóëàì (17).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ïðåäëîæåííîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è íàáëþäåíèÿ ñêîðîñòè è èäåíòèôèêà-
öèè ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ÷àñòîòó êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è 2 ñâîäèòñÿ ê ñèñòå-
ìå èç n ñèñòåì (24),(25), àíàëîãè÷íûõ (17),(18), ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå âåðíî
è äëÿ àíñàìáëÿ ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îñöèëëÿòîðîâ.
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Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Óêðàèíû (� ãîñ. ðåãèñòð. 0116U007161).
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