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Рассматривается устойчивость равновесия двухслойной системы несме-
шивающихся намагничивающихся жидкостей, разделенных тонкой
горизонтальной пластиной с отверстием. Предложен численный метод
построения границы области устойчивости в пространстве физических
параметров рассматриваемой системы. В случае кругового отверстия
проведены расчеты границы области устойчивости и мод наиболее быстро
растущих возмущений.
Ключевые слова: магнитная жидкость, равновесные формы, неустойчи-
вость равновесия.

I.Д. Борисов, С. I.Поцелуєв. Нестiйкiсть Розенцвейга в двошаровiй
системi незмiшуваних намагнiчуваних рiдин. Розглядається стiй-
кiсть рiвноваги двошарової системи незмiшуваних намагнiчуваних рiдин,
роздiлених тонкою горизонтальною пластиною з отвором. Запропоновано
чисельний метод побудови границi областi стiйкостi в просторi фiзичних
параметрiв даної системи. Для випадку кругового отвору проведенi
розрахунки границi областi стiйкостi i мод найбiльш швидко зростаючих
збурень.
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ВВЕДЕНИЕ

Неустойчивость горизонтального слоя магнитной жидкости (МЖ) в вер-
тикальном магнитном поле (неустойчивость Розенцвейга) является интерес-
ным примером процессов самоорганизации в физических системах. С уве-
личение магнитного поля горизонтальная свободная поверхность МЖ, те-
ряя устойчивость, сменяется упорядоченной структурой конусообразных пи-
ков с гексагональным расположением внутри круглой кюветы. Исследованию
неустойчивости Розенцвейга посвящено большое количество теоретических и
экспериментальных работ; библиографию этих работ и изложение основных
результатов можно найти, обратившись к монографиям [1 – 4].

В работах [5 – 8], выполненных в последнее время, уточнены критические
значения индукции поля, с превышением которых на изначально плоской
поверхности МЖ образуются пространственные структуры, определены ин-
кременты наиболее быстро растущих возмущений, проведено сопоставление
теоретических результатов с результатами экспериментов и численного мо-
делирования.

В сильном магнитном поле тонкие слои МЖ могут распадаться на отдель-
ные капли, расположенные в узлах гексагональной решетки. Специфические
особенности распада тонких слоев МЖ исследовались в работах [9 – 12].

Влияние горизонтального магнитного поля на устойчивость равновесия
МЖ рассматривалось в [13 – 14]. Теоретически и экспериментально была
доказана возможность стабилизации поверхности раздела двух несмешиваю-
щихся жидкостей (верхний слой – более тяжелая жидкость) вращающимся
магнитным полем.

Одним из основных факторов, определяющих процессы перехода к ново-
му состоянию равновесия при потере устойчивости, является ограниченность
свободной поверхности МЖ [5, 15]. В данной работе рассматривается влияние
этого фактора на примере системы несмешивающихся жидкостей, разделен-
ных тонкой горизонтальной пластиной с отверстием. Подробно исследуется
случай кругового отверстия. Предложен метод построения границы области
устойчивости в пространстве физических параметров рассматриваемой си-
стемы. Найдены наиболее быстро растущие моды возмущений, определяю-
щие начальную стадию эволюции системы в закритическом магнитном поле.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим двухслойную систему несмешивающихся жидкостей, разде-
ленных горизонтальной пластиной с отверстием (см. рис.1). Обозначим через
Ω1,Ω2 области, занимаемые нижней и верхней жидкостями в состоянии рав-
новесия, через Ω3,Ω4 – полубесконечные области под нижней и над верхней
жидкостями. Пусть h1, h2 – толщина нижнего и верхнего слоев жидкостей,
соответственно. Толщину пластины δ, разделяющей жидкости, будем счи-
тать малой по сравнению с h1, h2. Это позволяет отождествлять пластину с
ее срединной поверхностью, полагая δ = 0.



48 И. Д. Борисов, С. И. Поцелуев

Рис. 1. К постановке задачи

Среду в каждой из областей Ωk, k ∈ 1, 4 будем считать однородно намаг-
ничивающейся. Связь между индукцией B⃗ и напряженностью H⃗ магнитного
поля в Ωk запишем в виде

B⃗(k) = µ0µ
(k)(H(k))H⃗(k) k ∈ 1, 4. (1)

Здесь µ0 – абсолютная магнитная проницаемость вакуума, µ(k)(H(k)) – от-
носительная магнитная проницаемость k-й среды. Функции µ(k) : H →
µ(k)(H), k = 1, 4 предполагаются заданными. В (1) и везде далее верхний
индекс в круглых скобках означает номер области, к которой относится та
или иная величина.

Горизонтальная поверхность раздела z = 0 и однородное магнитное по-
ле B⃗ = B0e⃗z (B0 = const, e⃗z − орт вертикальной оси z) отвечают одному из
возможных состояний равновесия жидкостей. Рассмотрим движение жидко-
стей вблизи этого равновесного состояния. Вязкостью жидкостей будем пре-
небрегать. В этом случае эволюция поверхности раздела Γ определяется по-
тенциальными составляющими поля скоростей v⃗(k) = ∇(∂φ(k)/∂t), k = 1, 2,
где φ(k)(t, x⃗) – потенциал малых смещений частиц k-й жидкости. Обозначим
через ζ(t, x, y) отклонения поверхности Γ от горизонтального уровня, через
ψ(k)(t, x⃗), k = 1, 4 – возмущения потенциала магнитного поля в Ωk. В ли-
нейном приближении движение жидкостей вблизи равновесного состояния
описывается следующей системой уравнений (относительно φ, ζ, ψ):

△φ(k)(t, x⃗) = 0 в Ωk, k ∈ 1, 2; (2)

∂φ(1)

∂z
=
∂φ(2)

∂z
= ζ на Γ; (3)

∂φ(1)

∂z
= 0 наS12 ∪ S13,

∂φ(2)

∂z
= 0 наS12 ∪ S24; (4)
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ρ1
∂2φ(1)

∂t2
− ρ2

∂2φ(2)

∂t2
+ σ(−△Γ + b)ζ − (5)

−B0

(
q1
∂ψ(1)

∂z
− q2

∂ψ(2)

∂z

)
= cΓ(t) на Γ;

ζ = 0 на ∂Γ; (6)

divµk∇̂(k)ψ(k) = 0, в Ωk, k ∈ 1, 4; (7)

ψ(1) − ψ(2) =
(
H

(1)
0 −H

(2)
0

)
ζ, µ1q1

∂ψ(1)

∂z
= µ2q2

∂ψ(2)

∂z
на Γ; (8)

ψ(j) = ψ(k), µjqj
∂ψ(j)

∂z
= µkqk

∂ψ(k)

∂z
на Sjk, jk = 12, 13, 24; (9)

ψ(t, x⃗) → 0 при |x⃗| → ∞; (10)

ζ|t=0 = ζ0(x, y),
∂ζ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ζ1(x, y) на Γ; (11)

b :=
(ρ1 − ρ2)g

σ
, ∇̂(k)(·) := ∇(·) +

µ
(k)
H

µk
H⃗

(k)
0

∂(·)
∂z

,

qk := 1 +
µ
(k)
H H

(k)
0

µk
, µk := µ(k)(H

(k)
0 ), µ

(k)
H :=

dµ(k)

dH

∣∣∣∣∣
H=H

(k)
0

, k ∈ 1, 4.

Здесь ρk – плотность k-й жидкости, σ - коэффициент поверхностного натя-
жения на поверхности раздела жидкостей Γ; H(k)

0 (= const) – напряженность
магнитного поля в области Ωk в состоянии равновесия; Sjk – твердая по-
верхность раздела j–й и k–й областей; ∆Γ – оператор Лапласа на Γ; ζ0, ζ1

– начальные отклонения и скорости точек поверхности раздела жидкостей,
cΓ(t) - произвольная функция времени t.

Функция ζ(t, x, y) должна удовлетворять условию∫
Γ
ζ(t, x, y)dΓ = 0 ∀t ≥ 0. (12)

Уравнения (2) – следствие потенциальности движения и условия несжима-
емости жидкостей. Равенства (3) представляют собой линеаризованные кине-
матические условия на поверхности Γ, равенства (4) – условия непроницаемо-
сти твердых поверхностей, смоченных жидкостями. Уравнение (5) получено
линеаризацией динамического условия для скачка нормальных напряжений
на поверхности Γ, обусловленного капиллярными силами и намагничивани-
ем жидкостей. Условие (6) означает, что контур ∂Γ, совпадающий с острой
кромкой пластины, в процессе колебаний жидкостей остается неподвижным.
Это условие подтверждается экспериментально для достаточно малых внеш-
них возмущений. Уравнения (7)– (10) получены линеаризацией уравнений и
граничных условий для потенциала магнитного поля.
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2. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТЕЙ

2.1. Общие свойства спектра собственных значений и собствен-
ных мод колебаний. Свободные колебания жидкостей описываются реше-
ниями задачи (2)–(10), зависящими от времени по закону

(ζ, φ, ψ) = (ζ(x, y), φ(x⃗), ψ(x⃗)) exp(iωt) (13)

где ζ(x, y), φ(x⃗), ψ(x⃗) – моды колебаний поверхности раздела, потенциала сме-
щений частиц жидкостей и потенциала возмущений напряженности магнит-
ного поля, ω – круговая частота колебаний. Подставляя (13) в (5), получим:

σ(−△Γ + b)ζ −B0

(
q1
∂ψ(1)

∂z
− q2

∂ψ(2)

∂z

)
= (14)

= λ(ρ1φ
(1) − ρ2φ

(2)) на Γ (λ := ω2).

Следуя [17], можно показать, что спектральная задача (2)– (10), где вме-
сто (5) следует принять условие (14), имеет дискретный спектр {λk}∞k=1 ве-
щественных собственных значений, все собственные значения λk конечной
кратности, причем λk → +∞ при k → ∞.

Собственные значения λk будем нумеровать в порядке возрастания с уче-
том их кратности. Собственные моды колебаний поверхности раздела жид-
костей, отвечающие λk, обозначим через ζk. Аналогичные обозначения φk и
ψk введем для собственных мод потенциала смещений частиц жидкостей и
потенциала магнитного поля. Обозначим через H(Γ) подпространство функ-
ций, ортогональных константам в гильбертовом пространстве L2(Γ). Можно
показать, что система собственных функции {ζk}∞k=1 образует базис в про-
странстве H(Γ).

Для построения решений (13) рассмотрим вначале вспомогательную спек-
тральную краевую задачу (относительно u(x, y), ν, η = const);

−△Γu(x, y) + η = ν u(x, y) в Γ, u = 0 на ∂Γ,

∫
Γ
u dΓ = 0. (15)

Как известно, задача (15) имеет дискретный спектр собственных значений
{νk}∞k=1, все собственные значения νk положительны, конечной кратности,
νk → +∞ при k → ∞. Собственные функции uk образуют ортогональный
базис {uk}∞k=1 в пространстве H(Γ),∫

Γ
ujuk dΓ = 0,

∫
Γ
▽Γuj · ▽ΓukdΓ = 0 ∀j ≠ k. (16)

Здесь ∇Γ(·) – поверхностный градиент функций, определенных на Γ.
Обозначим через φ(1)

k (x⃗), φ
(2)
k (x⃗) решения задач (2)-(4) при ζ = uk(x, y).

Введем функции ψk(x⃗) := (ψ
(1)
k (x⃗), ψ

(2)
k (x⃗), ψ

(3)
k (x⃗)) – решения задачи (7)-(10)
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при ζ = uk(x, y). Приближенное решение спектральной задачи о собственных
колебаниях жидкостей будем отыскивать в виде:

ζ ≃
N∑
k=1

akuk, φ ≃
N∑
k=1

akφk, ψ ≃
N∑
k=1

akψk, (17)

где ak, k ∈ 1, N – заранее неизвестные коэффициенты, а число N в (17) выби-
рается из условий практической сходимости вычислительного процесса, опи-
санного ниже.

Коэффициенты ak и приближенные собственные значения λN будем опре-
делять как решения алгебраической спектральной задачи:

σ(BN + bDN )a−B0MNa = λNCNa, (18)

BN := [bjk]
N
j,k=1, CN := [cjk]

N
j,k=1, DN := [djk]

N
j,k=1, MN := [mjk]

N
j,k=1,

a := (a1, a2, . . . , aN )τ .

Здесь индекс τ означает операцию транспонирования, переводящую вектор–
строку в вектор–столбец. Элементы матриц в (18) определяются следующими
равенствами:

bjk := −
∫
Γ
uj△ΓukdΓ =

∫
Γ
▽Γuj · ▽ΓukdΓ; cjk :=

∫
Γ
uj

(
ρ1φ

(1)
k − ρ2φ

(2)
k

)
dΓ;

djk :=

∫
Γ
ujukdΓ; mjk :=

∫
Γ
uj

(
q1
∂ψ

(1)
k

∂z
− q2

∂ψ
(2)
k

∂z

)
dΓ. (19)

Уравнения системы (18) легко следуют из динамического условия (14) в силу
условий ортогональности (16).

Матрицы BN и DN – диагональные, что легко следует из (16). Выражения
для элементов матриц CN и MN приводятся к виду:

cjk :=

2∑
m=1

∫
Ωm

ρm∇φ(m)
j · ∇φ(m)

k dΩ, mjk :=

4∑
m=1

∫
Ωm

µ0µm∇ψ(m)
j · ∇̂ψ(m)

k dΩ.

(20)
Отсюда следует симметричность и положительная определенность матриц
CN и MN .

Обозначим через λNj , aj := (a1j , a
2
j , . . . , a

N
j )τ , j ∈ 1, N – собственные значе-

ния и собственные векторы задачи (18). Введем функции

ζNj =

N∑
k=1

akjuk, φN
j =

N∑
k=1

akjφk, ψN
j =

N∑
k=1

akjψk. (21)

Можно показать, что λNj → λj при N → ∞, а функции ζNj (x, y) и их первые
производные сходятся в норме пространства L2(Γ) к собственным функци-
ям задачи о свободных колебаниях жидкостей ζj(x, y) и их производным по
переменным x и y.
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2.2. Случай кругового отверстия. Рассмотрим случай кругового от-
верстия радиуса R. Перейдем к безразмерным переменным, полагая

φnk(r, ϑ) = R2φnk(r, ϑ), ψnk(r, ϑ) = µ−1
0 B0Rψnk(r, ϑ),

λ = σρ−1
1 R−3λ, r = Rr, h1 = Rh1, h2 = Rh2.

Все приводимые ниже выражения вплоть до раздела 3.2 записаны в безраз-
мерной форме, причем черта в обозначениях безразмерных величин отбро-
шена.

В рассматриваемом случае собственные значения и собственные функции
задачи (15) легко определяются в явном виде:

νnk = (ænk)
2, u0k(r) = k0k(J0(æ0kr)− J0(æ0k)), (22)

unk(r, ϑ) = knkJn(ænkr) cos n(ϑ− ϑ0), n = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

где Jn(·) – функция Бесселя 1-го рода n– го порядка, r, ϑ – полярные коор-
динаты, ϑ0 – произвольная константа, knk – нормирующие коэффициенты,
ænk– положительные корни уравнений:

2J1(æ0k)/æ0k − J0(æ0k) = 0, Jn(ænk) = 0, n, k = 1, 2, . . . . (23)

Здесь и далее, в отличие от предыдущего раздела, используется двойная ин-
дексация собственных значений и собственных функций задачи (15).

Отметим, что корни первого из уравнений (23) в точности совпадают с
корнями второго уравнения (23) при n = 2, т.е. æ0k = æ2k ∀k = 1, 2, . . ., что
легко следует из рекуррентного соотношения для функций Бесселя: Jn(r) =
2(n− 1)Jn−1(r)/r − Jn−2(r) при n = 2.

Функции unk(r, ϑ) являются линейной комбинацией собственных функций
ucnk(r, ϑ) и usnk(r, ϑ),

ucnk(r, ϑ)
usnk(r, ϑ)

}
:= knkJn(ænkr)

{
cos(nϑ),
sin(nϑ).

Решения краевых задач (2)–(4) при ζ = unk(r, ϑ) представим в виде:

φ
(m)
nk (r, ϑ, z) =

◦
φ (m)

nk (r, z) cosn(ϑ− ϑ0), m = 1, 2. (24)

Функции
◦
φ (1)

nk (r, z),
◦
φ (2)

nk (r, z) будем отыскивать в виде разложений в инте-
грал Ганкеля [16] по переменной r:

◦
φ (1)

nk (r, z) :=

∫ ∞

0
fnk(s)

ch(s(h1 + z))

sh(sh1)
Jn(sr) ds (−h1 < z < 0),

◦
φ (2)

nk (r, z) := −
∫ ∞

0
fnk(s)

ch(s(h2 − z))

sh(sh2)
Jn(sr) ds (0 < z < h2). (25)
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Функции φ
(m)
nk (r, ϑ, z) удовлетворяют уравнениям (2) и граничным условиям

(4) на поверхностях S13, S24. Удовлетворяя условиям (3), (4) на поверхностях
Γ и S12, получим:∫ ∞

0
fnk(s)Jn(sr) s ds =

{
unk(r) (0 < r < 1),
0 (1 < r <∞).

(26)

Воспользуемся формулами обращения для преобразований Ганкеля [16]:

fnk(s) =

∫ 1

0
unk(r)Jn(sr) r dr (27)

Подставляя (22) в (27), получим:

f0k(s) :=
k0kæ0kJ1(æ0k)J2(s)

s2 − æ2
0k

, fnk(s) := −knkænkJn+1(ænk)Jn(s)

s2 − æ2
nk

(n ̸= 0). (28)

Решения краевой задачи (7)–(10) при ζ = unk(r, ϑ) отыскиваем в виде
аналогичном (24):

ψ
(m)
nk (r, ϑ, z) =

◦
ψ

(m)
nk (r, z) cosn(ϑ− ϑ0), m ∈ 1, 4. (29)

Представляя функции
◦
ψ

(m)
nk (r, z), m ∈ 1, 4 в виде разложений в интеграл

Ганкеля по переменной r и удовлетворяя условиям (7)–(10) при ζ = unk(r, ϑ),
получим:

◦
ψ

(1)
nk (r, z) =

∫ ∞

0
A

(1)
nk (s)

[
ch

(h1 + z)s
√
q1

+
µ3
µ1

√
q3
q1

sh
(h1 + z)s

√
q1

]
Jn(rs) s ds,

◦
ψ

(2)
nk (r, z) =

∫ ∞

0
A

(2)
nk (s)

[
ch

(h2 − z)s
√
q2

+
µ4
µ2

√
q4
q2

sh
(h2 − z)s

√
q2

]
Jn(rs) s ds,

◦
ψ

(3)
nk (s, z) =

∫ ∞

0
A

(3)
nk (s) exp

(h1 + z)s
√
q3

Jn(rs) s ds,

◦
ψ

(4)
nk (s, z) =

∫ ∞

0
A

(4)
nk (s) exp

(h2 − z)s
√
q4

Jn(rs) s ds, (30)

k = 1, 2, . . . , n = 0, 1, 2, . . . ,

где

A
(1)
nk (s) = A

(3)
nk (s) = −

(µ1 − µ2)
√
q2

µ1

fnk(s)S2(s)

D(s)
,

A
(2)
nk (s) = A

(4)
nk (s) =

(µ1 − µ2)
√
q1

µ2

fnk(s)S1(s)

D(s)
,

D(s) = µ1
√
q1S1(s)C2(s) + µ2

√
q2S2(s)C1(s),
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C1(s) = ch
h1s√
q1

+
µ3
µ1

√
q3
q1

sh
h1s√
q1
, C2(s) = ch

h2s√
q2

+
µ4
µ2

√
q4
q2

sh
h2s√
q2
,

S1(s) = sh
h1s√
q1

+
µ3
µ1

√
q3
q1

ch
h1s√
q1
, S2(s) = sh

h2s√
q2

+
µ4
µ2

√
q4
q2

ch
h2s√
q2.

Уравнения (18) распадаются на независимые уравнения при каждом n:

(BN
n + BoDN

n − WMN
n )a = λNn CN

n a, n = 0, 1, 2, . . . ; (31)

Bo :=
g(ρ1 − ρ2)R

2

σ
, W :=

B2
0(µ1 − µ2)

2√q1q2R
µ0µ1µ2σ

.

Безразмерные параметры Bo (– число Бонда) и W характеризуют отно-
шение сил, обусловленных гравитационным и магнитным полями, к капил-
лярным силам, соответственно.

Элементы матриц BN
n и DN

n имеют вид:

bjk = (ænj)
2djk, djk :=

1

2
(knj)

2J2
n+1(ænj)δjk, (32)

j, k ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . .

Подставляя (24) в (19) и учитывая при этом (25), (28), после несложных
преобразований получим:

cjk = knjknk

∫ ∞

0

[
cth(h1s) +

ρ2
ρ1

cth(h2s)

]
fnj(s)fnk(s)ds, (33)

j, k ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . .

Подставляя (29) в последнее из выражений (19), будем иметь:

mjk = knjknk

∫ ∞

0

S1(s)S2(s)

D(s)
fnj(s)fnk(s)s

2ds, (34)

j, k ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . .

Обозначим через λNnj , anj := (a1nj , a
2
nj , . . . , a

N
nj)

τ , j ∈ 1, N собственные
значения и собственные векторы спектральной задачи (31). Будем считать,
что собственные значения λNnj при каждом n упорядочены по j, так что λNn1 ≤
λNn2 . . . ≤ λNnN . Согласно (21) приближенные выражения для собственных мод
колебаний поверхности раздела жидкостей имеют вид:

ζnj =

N∑
k=1

aknjunk(r, ϑ), j ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . . (35)

Функции ζnj являются линейными комбинациями функций

ζcnj :=

N∑
k=1

aknju
c
nk(r, ϑ), ζsnj :=

N∑
k=1

aknju
s
nk(r, ϑ), j ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . .

(36)
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Собственные векторы задачи (31) можно выбирать так, чтобы выполнялись
условия:

N∑
p,q=1

cpqa
p
nja

q
nk = δjk,

N∑
p,q=1

bpqa
p
nja

q
nk = λnjδjk (37)

∀j, k ∈ 1, N, n = 0, 1, 2, . . . .

Функции ζcnj , ζ
s
nj будут при этом удовлетворять условиям, аналогичным (16).

3. ГРАНИЦА ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ.
ЭВОЛЮЦИЯ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ.

3.1. Решение эволюционной задачи. В общем случае спектр задачи
(31) при каждом n может иметь N−

n отрицательных, N0
n нулевых i N+

n =
N −N−

n −N0
n положительных собственных значений,

λ−nj := λnj < 0 ∀j ∈ 1, N−
n , λ0nj := λn(N−

n +j) = 0 ∀j ∈ 1, N0
n, (38)

λ+nj := λn(N−
n +N0

n+j) > 0 ∀j ∈ 1, N+
n .

Собственные моды колебаний, отвечающие собственным значениям λ±nj , бу-
дем обозначать через ζc±nj , ζ

s±
nj , а собственным значениям λ0nj – через ζc0nj , ζ

s0
nj .

Введем также обозначения:

γnj := |λ−nj |
1/2 > 0 ∀j ∈ 1, N−

n , ω+
nj := (λ+nj)

1/2 > 0 ∀j ∈ 1, N+
n .

Следуя [17] можно показать, что решение эволюционной задачи (2) – (11)
представляется в виде:

ζ(t, r, ϑ) ≃ ζN (t, r, ϑ) =

=
N∑

n=0


N−

n∑
j=1

[(
αc−
nj ζ

c−
nj + αs−

nj ζ
s−
nj

)
ch γnjt+

1

γnj
(βc−nj ζ

c−
nj + βs−nj ζ

s−
nj ) sh γnjt

]
+ (39)

+

N0
n∑

j=1

[(
αc0
njζ

c0
nj + αs0

njζ
s0
nj

)
+
(
βc0njζ

c0
nj + βs0njζ

s0
nj

)
t
]
+

+

N+
n∑

j=1

[
1

2

(
αc+
nj ζ

c+
nj + αs+

nj ζ
s+
nj

)
cosω+

njt+
1

ω+
nj

(
βc+nj ζ

c+
nj + βs+nj ζ

s+
nj

)
sinω+

njt

] .

Здесь αc
nj , , α

s
nj и βcnj , β

s
nj – коэффициенты разложений в ряды Фурье функ-

ций ζ0(r, ϑ) и ζ1(r, ϑ) в начальных условиях (10),(11) по системе базисных
функций {ucnj(r, ϑ), usnj(r, ϑ)}∞j=1.

В аналогичной форме можно представить потенциалы смещений частиц
жидкостей и возмущений магнитного поля. Соответствующие выражения
здесь не приводятся, поскольку в дальнейшем они не используются.
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Как видно из приведених выражений, при наличии отрицательных λ−nj
или нулевых λ0nj собственных значений начальные возмущения поверхности
раздела жидкостей неограниченно возрастают со временем t. Неограничен-
ное возрастание объясняется тем, что в принятой математической модели
не учитываются нелинейные эффекты. Приведенное решение (40) описыва-
ет начальную стадию эволюции поверхности раздела жидкостей в закрити-
ческом магнитном поле. Безразмерные величины γnj , ω

+
nj в (40) имеют при

этом физический смысл инкремента роста возмущений и круговой частоты
колебаний, соответственно.

При наличии только положительных собственных значений λnj > 0 малые
начальные возмущения равновесного состояния жидкостей остаются малыми
для ∀t > 0. Таким образом, об устойчивости (или неустойчивости) равновес-
ного состояния жидкостей можно судить по знаку наименьшего собственного
значения λnj .

3.2. Численные результаты. Будем считать, что жидкость в области
Ω1 намагничивается по закону Ланжевена, а намагниченность всех остальных
сред пренебрежимо мала:

M (1) =MsL

(
3χ0H

(1)

Ms

)
, M (k) = 0 ∀k = 2, 4, L(ξ) := cth(ξ)− 1

ξ
. (40)

Здесь Ms – намагниченность насыщения, L(ξ) – функция Ланжевена, χ0 –
магнитная восприимчивость жидкости в Ω1 при H = 0. Введем безразмерные
индукцию и напряженность магнитного поля, полагая

B =
B0

µ0Ms
, H

(k)
0 =

H(k)

Ms
= B −M

(k)
0 ∀k = 1, 4, (41)

M
(1)
0 = L

(
3χ0H

(1)
0

)
, M

(k)
0 = 0 ∀k = 2, 4.

Величины µk, qk в рассматриваемом случае имеют вид:

µ1

(
H

(1)
0

)
=

B

H
(1)
0

, q1(H
(1)
0 ) =

(1 + LH)H
(1)
0

B
, µk = qk = 1 ∀k = 2, 4, (42)

где
LH = − 3χ0

sh2
(
3χ0H

(1)
0

) +
1

3χ0H
(1)
0

Безразмерную величину W представим в виде:

W :=W0L
2
(
3χ0H

(1)
0

)
µ1

√
q1, W0 :=

µ0M
2
sR

σ
. (43)

Заметим теперь, что напряженность H(1)
0 и индукция B магнитного поля

связаны взаимно однозначным соотношением (41), так что величины µ1, q1
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однозначно определяются по заданному значению B. Примем B в качестве
одного из определяющих параметров рассматриваемой системы. Состояние
равновесия жидкостей характеризуется, таким образом, безразмерными па-
раметрами:

B,Bo,W0, χ0, h1/R, h2/R, ρ2/ρ1.

Собственные значения λnk зависят, очевидно, от всей совокупности этих
параметров Нетрудно показать, что возрастание индукции магнитного поля
B приводит к появлению отрицательных собственных значений λ−nk, если B

превышает некоторое критическое значение B
∗. При B < B

∗ равновесное
состояние устойчиво, а в случае B > B

∗ – неустойчиво. Граница области
устойчивости в пространстве безразмерных параметров определяется урав-
нением:

λn∗j∗ := min
n,j

λnj(B,Bo,W, χ0, h1/R, h2/R, ρ2/ρ1) = 0. (44)

Собственный вектор an∗j∗ := (a1n∗j∗ , a
2
n∗j∗ , . . . , a

N
n∗j∗)

τ , отвечающий λn∗j∗ ,
определяет наиболее опасное возмущение поверхности раздела жидкостей
ζn∗j∗ , приводящее к потери устойчивости равновесия:

ζn∗j∗ =
N∑
k=1

akn∗j∗un∗k(r, ϑ). (45)

Собственные значения λnj спектральных задач (31) отыскивались числен-
но с использованием метода Холесского. В проведенных вычислениях число
базисных функций варьировалось в диапазоне 50 ≤ N ≤ 100. Дальнейшее
увеличение N не приводило к существенному уточнению результатов.

На рис.2 приведены результаты расчета границы области устойчивости
на плоскости (Bo, B) при W0 = 103 для различных значений χ0. Вычисле-
ния показали, что в (45), как правило, один из коэффициентов ak∗n∗j∗ значи-
тельно превосходит остальные. Пунктирные линии в области неустойчивости
B > B ∗ выделяют зоны, в пределах которых наиболее быстро растущим
возмущениям отвечают номера гармоник (n∗, k∗). Именно эти моды дают на-
глядное представление о начальной эволюции поверхности раздела жидко-
сти при потере устойчивости и переходе в новое равновесное состояние. При
этом необходимо считать, что индукция магнитного поля B принимает за-
критические значения за время значительно меньшее характерного времени
гидродинамических процессов.

При малых числах Бонда наиболее опасными являются осесимметричные
возмущения (n = 0), либо возмущения по первой (n = 1) или второй (n = 2)
гармонике. Формы наиболее опасных возмущений для некоторых значений
параметров показаны на рис.3. Отметим, что в определенном диапазоне зна-
чений числа Бонда в равной мере могут быть опасными осесимметричные
возмущения и возмущения по второй гармонике. Это объясняется совпаде-
нием спектров собственных значений {λnk} задачи (31) при n = 0 и n = 2.
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Рис. 2. Зависимость критических значений индукции
магнитного поля B∗ от числа Бонда Bo

при h1 = h2 = 0.1.

Рис. 3. Формы наиболее опасных возмущений при W0 = 103, χ0 = 0.2:
a) Bo = 40,B = 0.95; b) Bo = 60,B = 1.05; c) Bo = 90,B = 1.15.

Вопрос о том, какая из этих мод реализуется в экспериментах остается откры-
тым. С ростом значений числа Бонда при фиксированных значениях осталь-
ных параметров возрастают критические значения индукции магнитного по-
ля B∗. Можно показать, что B∗ асимптотически возрастает как Bo1/2.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В отличие от случая бесконечно протяженных горизонтальных слоев МЖ
собственные частоты колебаний жидкости с ограниченной свободной поверх-
ностью образуют дискретный спектр, а отвечающие им моды колебаний ка-
чественно отличаются друг от друга. Это позволяет объяснить многообразие
форм МЖ, наблюдаемых в реальных экспериментах.

В связи с этим отметим, что в теоретических исследованиях неустойчиво-
сти безграничных слоев МЖ, как правило, ограничиваются рассмотрением
одномерного синусоидального возмущения свободной поверхности, непрерыв-
но зависящего от одного параметра (волнового числа), либо суперпозиции
двух или трех таких возмущений. Это позволяет аппроксимировать одно-
мерные, квадратные или гексагональные структуры, наблюдаемые в экспе-
риментах с МЖ в прямоугольных, гексагональных или круглых кюветах в
далекой закритической области значений параметров, когда влияние грани-
цы области, занимаемой МЖ, существенно ослабевает.

В случаях, когда свободная поверхность жидкости (или поверхность раз-
дела жидкостей) ограничена, а индукция магнитного поля близка к критиче-
ским значениям, наиболее опасные возмущения имеют более сложную струк-
туру. Это подтверждается расчетами, проведенными в данной статье. Для
МЖ, намагничивающихся по закону Ланжевена, построены границы обла-
сти устойчивости равновесных состояний в пространстве определяющих па-
раметров. Показано, что область значений параметров, отвечающих неустой-
чивым равновесным состояниям, разбивается на зоны, каждая из которых
характеризуется вполне определенной модой наиболее быстро растущих воз-
мущений. Изменения индукции магнитного поля, вызывающие переход фи-
зических параметров из одной зоны в другую, сопровождаются качественной
перестройкой форм поверхности раздела МЖ. C увеличением числа Бонда
критические значения индукции магнитного поля стремятся к значениям,
соответствующим случаю двухслойной системы жидкостей с безграничной
поверхностью раздела.
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