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1. Вступ

Одним iз аспектiв теорiї кiлець є вивчення властивостей кiлець за допомо-
гою теорiї графiв. Кожний черепичний порядок повнiстю визначається своєю
матрицею показникiв i дискретно нормованим кiльцем [1]. Багато властиво-
стей таких кiлець повнiстю визначаються їх матрицями показникiв [2],[3],
зокрема, сагайдаки таких кiлець [1]. Порiвняно недавно матрицi показникiв
стали окремим об’єктом вивчення. В [4] доводиться нежорсткiсть допустимо-
го сагайдака, який має хоча б одну петлю.
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В [5] розглядаються ваговi функцiї, якi визначають допустимi сагайда-
ки. З їх появою з’явилося бiльше можливостей для дослiдження допустимих
сагайдакiв. Опис деяких класiв жорстких сагайдакiв започатковано в [6]. В
[7] знайдено властивостi одиничних циклiв та одиничних сагайдакiв, зокрема
знайдено обмеження для елементiв матрицi показникiв одиничного сагайда-
ка. В [8] дослiджуються цикли допустимих сагайдакiв. В роботi знайденi до-
пустимi сагайдаки, для яких не iснує звичайних вагових функцiй. Показано,
що iснують допустимi сагайдаки, у яких для довiльної допустимої вагової
функцiї вага хоча б однiєї стрiлки бiльше нiж одиниця. Також у статтi видi-
лено класи сагайдакiв зi звичайними ваговими функцiями та доведено, що всi
допустимi сагайдаки з чотирма вершинами мають звичайнi ваговi функцiї.

2. Попереднi вiдомостi

Розглянемо матрицю E=(αij) ∈Mn(Z)(Mn(Z) — це кiльце матриць n× n
з цiлими елементами).

Означення 1.[1, гл.14, с. 353] Матриця E=(αij), для якої виконуються
наступнi умови:

1) αij + αjk > αik для всiх i, j, k = 1, . . ., n,
2) αii = 0 для всiх i = 1, . . ., n,

називається матрицею показникiв.
Матриця показникiв, для якої виконується умова
3) αij + αji > 1 для всiх i, j ∈ {1, . . ., n} (i 6= j)
називається зведеною матрицею показникiв.
Нехай E = (αij) — зведена матриця показникiв. Введемо матрицi E(1) =

(βij) = E+En ∈Mn(Z), де En — одинична матриця, та E(2) = (γij) ∈Mn(Z):
γij = min

k
{βik + βkj}.

Означення 2. [1, гл.14, с. 357] Сагайдаком зведеної матрицi показни-
кiв Q = Q(E) називається сагайдак, матриця сумiжностi якого задається
формулою [Q] = E(2) − E(1).

Означення 3. [1] Зведенi матрицi показникiв E1 i E2 називають еквiва-
лентними, якщо одну можна одержати з iншої за допомогою елементарних
перетворень двох типiв:

1. Вiдняти цiле число t вiд елементiв i-го рядка i додати його до елемен-
тiв i-го стовпця.

2. Помiняти мiсцями два рядки i два стовпцi з такими ж номерами.

Означення 4.[1, гл.14, с. 357] Сагайдак Q називається допустимим, як-
що icнує зведена матриця показникiв E, така що Q(E) = Q.

Означення 5. [5] Сагайдак Q = (V Q,AQ) називають зваженим, якщо
визначена функцiя ω: AQ→ R . Функцiю ω називають ваговою, а її значення
на стрiлцi – вагою стрiлки.
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Вага циклу дорiвнює сумi ваг його стрiлок та позначається ω(i1, i2, ..., in),
де i1, i2, ..., in вершини циклу.

Теорема 1.[3]. Якщо E - зведена матриця показникiв, Q = Q(E)-сагайдак
матрицi показникiв, то матриця [Q] є (0, 1) - матрицею сумiжностi сильно
зв’язного сагайдака.

Теорема 2. [5] Сильно зв’язний сагайдак Q = (V Q,AQ) допустимий тодi
й тiльки тодi, коли iснує вагова функцiя ω : AQ → N ∪ Ø , яка задовольняє
такi умови:

1. Вага стрiлки з точки i у точку j менша за вагу шляху з точки i у точку
j довжини l ≥ 2.

2. Вага петлi в точцi i менша за вагу будь-якого циклу, що проходить
через точку i, довжиною l ≥ 2.

3. Вага будь-якого циклу бiльша або дорiвнює 1.
4. Вага петлi дорiвнює 1.
5. Через кожну точку без петлi проходить цикл довжиною l ≥ 2, вага

якого дорiвнює 1.
Зауваження 1. Згiдно з умовами (4) та (5) через кожну точку допусти-

мого сагайдака проходить цикл ваги 1.
Означення 6.[5]Вагову функцiю, яка задовольняє всi умови теореми 1,

називатимемо допустимою ваговою функцiєю.
За сагайдаком Q i допустимою ваговою функцiєю ω можна побудувати

матрицю показникiв E = (αij) ∈ Mn(Z) таким чином: якщо сагайдак Q мi-
стить стрiлку σij , то αij = ω(σij), у протилежному випадку αij дорiвнює вазi
найлегшого шляху iз вершини vi у вершину vj .

Означення 7.[6]Допустимий сагайдак Q називають жорстким, якщо
iснує з точнiстю до еквiвалентностi єдина зведена матриця показникiв E
така, що Q(E) = Q.

Означення 8. [6]Простий цикл в сагайдаку Q = (V Q,AQ), вага якого
дорiвнює 1, будемо називати одиничним.

Твердження 1. [7] В допустимому сагайдаку Q = (V Q,AQ) мiж верши-
нами одиничного циклу не iснує iнших стрiлок окрiм стрiлок цього циклу.

Твердження 2. [7] Допустимий сагайдак Q не може мiстити двох стрiлок
σia та σja, де вершини i, j належать одному одиничному циклу.

Твердження 3. [7] Допустимий сагайдак Q = (V Q,AQ), не може мiстити
стрiлки σai, σaj , де вершини i, j належать деякому одиничному циклу.

Означення 9. Допустима вагова функцiя називається звичайною, якщо
вага всiх стрiлок не перевищує одиницю.

Теорема 3. [8] Нехай Q допустимий сагайдак, σuv - стрiлка сагайдака Q,
Q∗ - сагайдак, який утворюється з Q видаленням стрiлки σuv. Сагайдак Q∗

є допустимим, якщо виконуються умови:

1. В Q iснує шлях iз вершини u в вершину v, вiдмiнний вiд стрiлки σuv ;
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2. Iснує вагова функцiя ω, для якої Q допустимий сагайдак i стрiлка σuv
не належить одиничному циклу.

3. Основнi результати

В наступних твердженнях видiлимо класи сагайдакiв, для яких завжди
iснують звичайнi ваговi функцiї.

Твердження 4. Якщо сагайдак Q має петлi у всiх вершинах, то для
сагайдака Q iснує звичайна вагова функцiя.

Доведення. Вагова функцiя ω з вагою всiх стрiлок рiвною одиницi задо-
вольняє всi умови теореми 1, оскiльки вага всiх циклiв не менше двiйки. Вага
стрiлки менше нiж вага шляху, тому вагова функцiя є звичайною ваговою
функцiєю.

Твердження 5. Якщо сагайдак Q = Q(E), Q = (V Q,AQ) має єдиний
одиничний цикл, то для сагайдака Q iснує звичайна вагова функцiя.

Доведення. За твердженням 1 одиничний цикл не мiстить iнших стрiлок,
окрiм стрiлок самого циклу. Усi стрiлки сагайдака Q подiлимо на двi групи:
стрiлки одиничного циклу та стрiлки, якi не належать одиничному циклу.
Не зменшуючи загальностi можна вважати, що одиничний цикл складається
з вершин (12 . . . k). Для сагайдака побудуємо вагову функцiю ω наступним
чином:

1)ω(σ12) = 1, ω(σ23) = 0, ...,ω(σk−1k) = 0,ω(σk1) = 0;
2) вага iнших стрiлок сагайдака Q рiвна одиницi.
Для вагової функцiї ω вага циклу (12 . . . k) рiвна 1, а вага iнших циклiв

бiльша одиницi, тому умови 2), 3), 5) теореми 1 виконуються. Доведемо, що
виконується умова 1) теореми 1: Якщо стрiлка σij ∈ AQ належить одинично-
му циклу (12 . . . k), то в будь-якому шляху σii1 ,σi1i2 ,...,σipj (який починається
в вершинi ”i” та завершується в вершинi ”j” ) є мiнiмум двi стрiлки σii1 ,σipj ,
якi не належать одиничному циклу, тому вага такого шляху не менше двiйки.

Якщо вершина ”i” та вершина ”j”, не належать одиничному циклу, то
очевидно, що довiльний шлях, який починається в вершинi ”i” та завер-
шується в вершинi ”j” мiстить мiнiмум двi стрiлки σii1 , σipj , якi не належать
одиничному циклу, тому вага такого шляху не менше двiйки.

Якщо вершина ”i” належить одиничному циклу та вершина ”j” не
належить одиничному циклу, то з твердження 2 випливає, що в шляху
σii1 ,σi1i2 ,...,σipj вершина ip не належить одиничному циклу, тому ω(σip−1ip) =
1, ω(σipj) = 1 вага шляху σii1 ,σi1i2 ,...,σipj не менше двох. Якщо вершина ”i”
не належить та вершина ”j” належить одиничному циклу, то з твердження
3 випливає, що в шляху σii1 ,σi1i2 ,...,σipj вершина i1 не належить одиничному
циклу, тому ω(σii1) = 1, ω(σi1i2) = 1 вага шляху σii1 ,σi1i2 ,...,σipj не менше
двох.

Отже, для довiльної стрiлки σij ∈ AQ вага шляху, який починається в вер-
шинi ”i” та завершується в вершинi ”j”, не менше двох, тому вагова функцiя
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ω задовольняє всiм умовам теореми 1. Отже, ω є допустимою ваговою функ-
цiєю. Оскiльки вага всiх стрiлок не перевищує одиницi, то ω є звичайною
ваговою функцiєю. Твердження доведено.

Лема 1. В допустимому сагайдаку Q = (V Q,AQ), V Q = {1, 2, 3, 4} без
петель, у якого довжина всiх одиничних циклiв дорiвнює два i не iснує вер-
шини, через яку проходять усi одиничнi цикли, можна вибрати два одиничнi
цикли, якi складаються з рiзних вершин.

Доведення. Вершина ”1” без петлi, тому вона належить одиничному цик-
лу. Нехай це буде цикл (1 2). Вершина ”3” без петлi, тому вона належить
одиничному циклу. Якщо це цикл (3 4), то сагайдак Q мiстить цикли (1 2),
(3 4), якi складаються з рiзних вершин. Лему доведено. Розглянемо випадок
коли Q не мiстить цикл (3 4). Якщо через вершину ”3” проходить цикл (1 3),
(варiант коли проходить цикл (2 3) розглядається аналогiчно), то сагайдак Q
не мiстить (1 4) (iнакше всi одиничнi цикли проходять через вершину ”1” ),
не мiстить (3 4), тому мiстить (2 4). Одержали, що сагайдак Q мiстить цикли
(1 3), (2 4), якi складаються з рiзних вершин. Лему доведено.

Лема 2. Для допустимого сагайдака з чотирма вершинами без петель
iснує звичайна вагова функцiя.

Доведення. Нехай Q = (V Q,AQ), V Q = {1, 2, 3, 4} допустимий сагай-
дак з чотирма вершинами без петель. Якщо сагайдак Q мiстить одиничний
цикл з чотирма вершинами, то вiн не мiстить iнших стрiлок, крiм стрiлок
самого циклу, тому його довiльна допустима вагова функцiя є звичайною.
Якщо сагайдак Q мiстить одиничний цикл з трьома вершинами, то через
четверту вершину може проходити одиничний цикл з двома або з трьома
вершинами, тому з точнiстю до iзоморфiзму таких сагайдакiв є тiльки два:

[Q1] =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

, [Q2] =


0 1 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 1 0

. Усi стрiлки цих сагайда-

кiв належать одиничним циклам, тому допустимi ваговi функцiї є звичайни-
ми. Розглянемо випадок, коли довжина всiх одиничних циклiв дорiвнює два.
Можливi два випадки:

Випадок 1. Усi одиничнi цикли проходять через одну вершину, наприклад,
через вершину ”1”, тодi сагайдак Q мiстить цикли (1 2), (1 3), (1 4) i з твер-
джень 2, 3 випливає, що вiн не мiстить iнших стрiлок, якi не належать цим
циклам, тому для сагайдака Q iснує звичайна вагова функцiя.

Випадок 2. У сагайдаку Q не iснує вершини через яку проходять усi оди-
ничнi цикли.

Доведемо, що в сагайдаку Q можна вибрати два одиничнi цикли, якi скла-
даються з рiзних вершин.

Не зменшуючи загальностi можна вважати, що сагайдак Q мiстить оди-
ничнi цикли (1 2), (3 4). Оскiльки Q сильнозв’язний, то вiн мiстить стрiлку
по якiй можна потрапити з циклу (1 2) до циклу (3 4). З точнiстю до iзомор-
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фiзму можна вважати, що Q мiстить стрiлку σ13. З тверджень 2,3 випливає,
що сагайдак Q не мiстить стрiлок σ23, σ14. Оскiльки Q сильнозв’язний, то
вiн мiстить стрiлку по якiй можна потрапити з циклу (3 4) до циклу (1 2).
Розглянемо два випадки.

Випадок 1. Q мiстить стрiлку σ31, або σ42, або обидвi стрiлки. З тверджень
2,3 випливає, що сагайдак Q не мiстить стрiлок σ23, σ14, σ32, σ41. Якщо Q мi-
стить обидвi стрiлки σ31, σ42 та мiстить стрiлку σ24, то ми одержали сагайдак

Q1 з матрицею сумiжностi [Q1] =


0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

.

Побудуємо звичайну вагову функцiю для Q1 наступним чином: вага стрi-
лок σ21, σ43 дорiвнює нулю, а вага iнших стрiлок дорiвнює одиницi.

Тобто Q1 = Q(E1), E1 =


0 1 1 2
0 0 1 1
1 2 0 1
1 1 0 0

.

Очевидно, що вагова функцiя задовольняє всiм вимогам теореми 1. Якщо
в Q1 видалити стрiлку σ24 та одну з стрiлок σ31 або σ42, то сильнозв’язнiсть
сагайдака не порушиться. Крiм того видаленi стрiлки одиничним циклам не
належать, тому за теоремою 2 сагайдак залишиться допустимим з тiєю ж
вагою стрiлок. Отже, для довiльного сагайдака Q, який належить до випадку
1, iснує звичайна вагова функцiя.

Випадок 2.Q мiстить стрiлку σ32 , або σ41, або обидвi стрiлки. З тверджень
2,3 випливає, що сагайдак Q не мiстить стрiлок σ23, σ14, σ31, σ42. Аналогiчно
до попереднього випадку розглянемо допустимий сагайдак Q2 з матрицею

сумiжностi [Q2] =


0 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 0 1 0

, Q2 = Q(E2), E2 =


0 1 1 2
0 0 1 1
1 1 0 1
0 1 0 0

.

Очевидно, що вага всiх стрiлок не перевищує одиницi, тому допустима
вагова функцiя є звичайною. Якщо з Q2 видалити стрiлку σ24 та одну з
стрiлок σ32 або σ41, то за теоремою 2 сагайдак залишиться допустимим з
тiєю ж вагою стрiлок. Отже, для довiльного сагайдака Q, який належить до
випадку 2, iснує звичайна вагова функцiя. Лему доведено.

Теорема 4. Для довiльного допустимого сагайдака Q з чотирма верши-
нами iснує звичайна вагова функцiя.

Доведення. Нехай Q = (V Q,AQ), V Q = {1, 2, 3, 4}. Якщо сагайдак Q має
чотири петлi, то за твердженням 4 сагайдак Q має звичайну вагову функцiю
з вагою всiх стрiлок рiвною одиницi.

Сагайдак Q не може мати три петлi, оскiльки з того що в сагайдаку є
вершина без петлi, випливає iснування в сагайдаку одиничного циклу, який
мiстить принаймнi двi вершини, тому в Q не менше двох вершин без петель.

Якщо сагайдак Q має двi петлi, то в сагайдаку є один одиничний цикл з
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двох вершин, тому за твердженням 5 сагайдак Q має звичайну вагову функ-
цiю.

Якщо сагайдак Q має одну петлю, то або в сагайдака Q є одиничний цикл
з трьох вершин, або два одиничнi цикли, якi складаються з двох вершин ко-
жен та мають спiльну вершину. У першому випадку з твердження 5 випливає
iснування звичайної вагової функцiї. Розглянемо другий випадок. Нехай (1
2) та (2 3) одиничнi цикли. Зауважимо, що з тверджень 2 та 3 випливає, що
сагайдак Q не мiстить стрiлку σ13 та стрiлку σ31. Розглянемо вагову функцiю
ω: ω(σ12) = ω(σ32) = 1, ω(σ21) = ω(σ23) = 0, вага iнших стрiлок сагайдака Q
дорiвнює одиницi. Доведемо, що в Q виконується нерiвнiсть: вага шляху iз
вершини ”i” у вершину ”j” бiльше нiж ω(σij) . Якщо стрiлка σij належить
одиничному циклу, то iнший шлях iз вершини ”i” у вершину ”j” проходить
через вершину ”4”, тому його вага не менше двох. Нерiвнiсть виконується.
Якщо сагайдак Q мiстить стрiлку σ24, то iншого шляху iз вершини ”2” у
вершину ”4” не iснує, оскiльки з твердження 2 випливає, що сагайдак Q не
мiстить стрiлки σ14 та σ34. Аналогiчно з твердження 3 випливає, що якщо
сагайдак Q мiстить стрiлку σ42, то iншого шляху iз вершини ”4” у вершину
”2” не iснує. Якщо сагайдак мiстить стрiлку σ14, то з твердження 3 випливає,
що вiн не мiстить стрiлку σ24 тому, якщо iнший шлях iз вершини ”1” у вер-
шину ”4” iснує, то вiн проходить через стрiлку σ34 i його вага не менше двох.
Отже, нерiвнiсть виконується. З аналогiчних мiркувань випливає, що якщо
сагайдак Q мiстить стрiлку σ34, або стрiлку σ41, або стрiлку σ43, то для цих
стрiлок нерiвнiсть виконується. Отже, нерiвнiсть, згiдно з якою вага шляху
бiльше нiж вага стрiлки, виконується для будь-якої стрiлки сагайдака Q з
однiєю петлею. В лемi 2 доведено, що для допустимого сагайдака з чотирма
вершинами без петель iснує звичайна вагова функцiя.

Отже, для довiльного допустимого сагайдака з чотирма вершинами iснує
звичайна вагова функцiя. Теорему доведено.

Теорема 5. Iснують допустимi сагайдаки, для яких не iснує звичайних
вагових функцiй.

Доведення. Розглянемо допустимий сагайдак з матрицею сумiжностi

[Q] =



0 0 1 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 0 1


, який одержується з матрицi показ-
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никiв E =



0 0 0 1 1 1 2 1 1
1 0 1 1 1 1 3 2 2
1 0 0 1 1 1 2 2 1
1 0 1 0 1 2 2 1 2
1 0 0 0 0 1 2 1 2
1 0 0 0 0 0 1 1 1
2 1 2 1 2 2 0 2 3
1 1 1 1 2 2 3 0 2
1 1 1 1 1 1 2 2 0


.

В сагайдаку Q через вершину ”1” проходить тiльки один простий цикл
(1 3 2) з вершинами без петель, тому цикл (1 3 2) одиничний. Аналогiчно
одиничними є цикли (4 2 5) та (3 6 5). Всерединi циклу (1 3 6 5 4 2 1) є
стрiлки (наприклад σ32 ), тому за твердженням 1 цикл (1 3 6 5 4 2 1) не є
одиничним тобто його вага не менше двох. Тобто

ω(1365421) ≥ 2 (1).

ω(1365421) = ω(132) + ω(425) + ω(365)− ω(253);

ω(1365421) = 3 − ω(253) ≥ 2. (2).

З (1) та (2) випливає, що ω(1365421) дорiвнює 2. Тому ω(136) + ω(654) +
ω(421) = 2. Лiва частина рiвностi складається з трьох доданкiв, один з яких
рiвний нулю. Не зменшуючи загальностi можна вважати, що ω(654) = 0 (iншi
випадки розглядаються аналогiчно). Оскiльки вага шляху бiльше нiж вага
стрiлки, ми одержуємо нерiвностi:

ω(σ76) + ω(σ65) + ω(σ54) > ω(σ74)↔ ω(σ76) > ω(σ74). (3).

Оскiльки вершина ”7” з петлею, то за теоремою 1 довiльний цикл, який
проходить через вершину ”7”, не менше двох, тобто

ω(σ74) + ω(σ47) ≥ 2 (4).

Якщо ω(σ74) = 0, то з (4) випливає, що ω(σ47) ≥ 2 . Якщо ω(σ74) ≥ 2 , то
з (3) випливає, що ω(σ74) ≥ 2 .

Отже, ми довели, що не iснує допустимої вагової функцiї сагайдака Q з ва-
гою стрiлок не бiльше нiж одиниця, тобто для сагайдака Q не iснує звичайної
вагової функцiї. Теорему доведено.
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