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       Изучается потенциал скоростей плоской акустической волны, рассеянной на сфере. Сфера составлена 

из мягкого и жесткого круговых сегментов. Для поиска потенциала решена смешанная краевая задача для 

уравнения Гельмгольца. Использован метод регуляризации матричного оператора задачи. Метод основан 

на использовании аналитических решений вспомогательных интегральных уравнений типа Абеля. 

Применено дискретное преобразование Фурье. Получена бесконечная система линейных алгебраических 

уравнений Фредгольма второго рода. Система разрешима численно и аналитически в гильбертовом 

пространстве 2.l  Рассмотрены некоторые варианты постановки задачи и резонансные свойства 

структуры. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: акустика, мягкий и жёсткий сегменты сферы, интегральные уравнения, система 

алгебраических уравнений второго рода, резонансы. 
 

        Вивчається потенціал швидкостей плоскої акустичної хвилі, що розсіяна  на сфері. Сфера складена із 

мя’кого та жорсткого кругових  сегментів. Для пошука потенциала розв’язана змішана крайова задача для 

рівняння Гельмгольца. Використано метод регуляризації матричного оператора задачі.   Основу метода 

складає аналітичне  розв’язання допоміжних інтегральних рівнянь типа Абеля. Використано дискретне 

перетворення Фур’є. Одержано нескінчену систему лінійних алгебраїчних  рівнянь Фредгольма   

другого роду. Система розв’язна аналітично та чисельно у гільбертовому просторі 2.l   Розглянуто деякі 

варіанти постановки задачі та резонансні властивості структури. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: акустика, м’який та жорсткий сегменти сфери, інтегральні рівняння, система 

алгебраїчних рівнянь другого роду, резонанси. 
 

         The acoustic potential of the velocity of the plane wave, scattered on the sphere. The sphere is constructed 

by two soft and hard spherical circular segments is analysed. To find the potential the mixed boundary problem 

for Helmholtz equation is solved. The method of regularization of matrix operator of the problem is used. The 

method is based on analytical solutions of auxiliary integral Abel’s types equations. The discrete Fourier 

transform is applied. An infinite system of linear algebraic equations of Fredholm’s second kind is obtained. The 

system is solvable numerically and analytically in Hilbert space 2.l  Some variants of problem formulations and 

resonance properties of the structures are examined. 

 KEY WORDS: acoustics, soft and hard spherical segments, integral equations, system of algebraic equations of 

the second kind, resonances. 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Задачи акустики являются важными задачами, посвящёнными изучению волновых процессов в 

природе. В настоящее время интенсивно развиваются численно – аналитические методы решения и 

анализа различных акустических задач. Они используют наиболее эффективные методы математической 

физики, теоретической радиофизики, механики, моделирования. Большую роль в этом направлении 

играет исследование задач на классических, например, сферических поверхностях. Составные сферы, 

выполненные из различных материалов, имеют широкое применение, они могут рассматриваться 

прототипом многих устройств, в том числе и резонатора Гельмгольца. Жёсткая сферическая поверхность 

может рассматриваться, например, как модель пъезокерамического электроакустического 

преобразователя [14]. Электроакустика применяется в широком наборе приложений – от микро – и 

радиоакустики в мобильной связи, от акустики жилых помещений до акустики окружающей среды. 

Жёсткие и составные сферические поверхности в некотором приближении могут рассматриваться 

моделью плазменных образований. Механические и, в частности, звуковые процессы играют важную 

роль при конструировании антенной техники. Для решения задач излучения, распространения и приёма 

акустических волн различными, в том числе и сферическими поверхностями, известны  
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современные новые методы решения широкого круга теоретических и прикладных задач. К таким 

методам относится, в частности, метод регуляризации (полуобращения) матричных, интегральных и 

интегро-дифференциальных операторов задач [513]. Метод полуобрашения сравнительно хорошо себя 

зарекомендовал при исследовании тонких резонансных эффектов, когда характерные размеры 

рассеивающих структур сравнимы с длинами падающих волн. Для задач акустики метод регуляризации, 

к сожалению, применяется не достаточно активно. В данной работе применяется метод полуобращения 

матричного и интегрального операторов задачи рассеяния плоской акустической волны на двух (мягком 

и жёстком) круговых сферических сегментах, составляющих замкнутую сферу. Получена и исследована 

бесконечная система линейных алгебраических уравнений второго рода с компактным матричным 

оператором в гильбертовом пространстве числовых последовательностей 2l  с некоторым весом. 

Рассмотрены варианты постановки задачи. Рассмотрены некоторые свойства резонансных частот 

структуры и обобщение задачи. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

      Начало декартовой и  сферической систем координат поместим в центр полой сферы радиуса 0a . 

Пусть ось OZ  является общей для обеих систем координат. Полагаем сферу разрезанной на два 

круговых сегмента плоскостью, параллельной плоскости .XOY  Пусть по линии разреза сегменты 

разделёны бесконечно тонкой звуконепроницаемой нитевидной круговой перегородкой. Полярный угол 

 для нитевидной перегородки полагаем равным 0 , радиус нити 0 ,r a азимутальный 

угол [0,2 ].   Верхний сегмент сферы полагаем мягким; на сегменте  полярный угол   меняется от 

0 до 0 , [0,2 ]  . Нижний сегмент сферы полагаем жёстким, на нём ,0( ]   , [0,2 ]  . На 

сферу вдоль оси OZ падает плоская акустическая волна, которая дифрагируя создаёт вторичные поля. 

Потенциалы скоростей U полных полей должны всюду вне поверхности сферы удовлетворять 

скалярному уравнению Гельмгольца  

                                                                             
2

0U k U   ,                                                                     (1) 

где /k c  – волновое  число,   – круговая частота, c – скорость звука. По условию зависимость 

потенциалов от времени полагаем экспоненциальной  exp( )i t . На верхнем сегменте сферы полные 

потенциалы должны удовлетворять “мягкому” граничному условию  

 

                                                                  00, ,U r a  0[0, )  ,                                                         (2) 

 а на нижней части сферы полные потенциалы должны удовлетворять “жёсткому” граничному условию  

                                                           ( ) 0,U
n





0 ,r a  0( , ]   ,                                                       (3) 

где n -– внешняя нормаль к поверхности сферы. Полные потенциалы U должны иметь требуемоё 

поведение в окрестности рёбер сферических сегментов, а также убывать на бесконечности: 

1
( ) 0,U O r


  .r   Требуется найти полные потенциалы вне сферы при 0 ,r a  

[0, ],  [0,2 ].   Решение такой смешанной задачи для  уравнения (1) существует и 

единственно. 

 

ПАРНЫЕ СУММАТОРНЫЕ ФФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Учтя (1), потенциал скоростей плоской  волны 0 0( , )U U r   в сферической системе координат 

представим рядом Фурье – Бесселя – Лежандра  [4– 18]:  

                         0
0

( ) (cos ), [0, ), [0, ], [0,2 ],n n n
n

U F j kr P r    




                                    (4) 

где 

                                  ( ) (2 1), 0, ( ) (2 1), 0n n
n nF i n z F i n z       .                                           (5) 
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В (4) ( )nj kr  – сферические функции Бесселя  первого рода порядка n  аргумента kr  в обозначениях  

Дебая, (cos )nP   – полиномы Лежандра первого рода порядка n  нулевой степени  аргумента cos .  В 

(4), (5) заданные коэффициенты nF  определяют направление распространения плоской волны из 

бесконечности: из нижнего полупространства  –  при 0z  , или из верхнего полупространства – при 

0z  . В результате возмущающего влияния сферы на плоскую волну возникают искомая вторичная 

волна. Потенциал вторичной волны 1U вне сферы представим в виде ряда (4), (5): 

                                          
(1)

0 0
0

( ) (cos ), , [0, ], [0,2 ],n nn
n

U F h kr P r a    




                      (6)  

где 
(1)

( )nh kr  – сферические функции Ханкеля  первого рода порядка n  аргумента kr  в обозначениях 

Дебая. В (6), для выполнение условия конечности интеграла акустической энергии, искомые 

коэффициенты , 0nA n  , должны принадлежать гильбертовому пространству 
2l с некоторым весом.  

      Для отыскания коэффициентов nA  потенциала (6) используем граничные условия (2) и (3). Из них 

получаем систему двух сумматорных функциональных уравнений: 

          (1)
0 0 0

0

( ) ( ) (cos ) 0, 0 ,n n nn n
n

F A h ka j ka P   




                              (7) 

         (1)
0 0 0

0

[ ( )] [ ( ) ] (cos ) 0,n n n n n
n

F A h ka j ka P    




     ,                         (8) 

где в формулах 
(1)

0[ ( )]nh ka  , 0[ ( )]nj ka   штрих обозначает дифференцирование по аргументу  0ka . 

       Система функциональных уравнений (7), (8) имеет единственное решение, так как поставленная 

акустическая задача дифракции звука имеет единственное решение. Требуется построить эффективный 

численно–аналитический алгоритм поиска коэффициентов nA . Уравнения системы (7), (8)    имеют 

сравнительно сложные ядра, содержащие функции и производные функций Бесселя и Ханкеля, и 

полиномы Лежандра. Для решения системы (7), (8) не эффективны различные конечно – разностные 

методы, а также прямые численные методы. Общего эффективного метода решения таких систем пока 

нет. Однако такая система допускает эффективную регуляризацию методом полуобращения матричных 

и интегральных операторов рассматриваемой задачи [513]. Основным моментом метода является 

получение и решение интегральных уравнений типа Абеля, а также конструирование параметра малости. 

В результате получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений второго рода 

Фредгольмового типа. Система разрешима численно для любых геометрических и волновых параметров 

задачи акустики и аналитически для предельных значений параметров задачи. 

В результате получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений второго рода 

Фредгольмового типа. Система разрешима численно для любых геометрических и волновых параметров 

задачи акустики и аналитически для предельных значений параметров задачи. 

   

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО РОДА 

      Сначала отметим. что рассматриваемая здесь задача акустики отличается, насколько нам известно, от 

рассмотренных ранее акустических задач на сфере с круговым отверстием и не является их частным 

случаем [1, 12, 13, 18, 20, 21]. Поэтому полученные здесь функциональные уравнения (7), (8) требуют 

применения нового варианта метода частичного обращения матричного оператора задачи [5-13, 18, 19].   

Для этого сначала преобразуем систему функциональных уравнений (7), (8) так, чтобы удобно было 

применить этот метод. Отметим, что впервые метод частичного обращения матричного оператора задачи 

дифракции электромагнитных волн был разработан и применён в работах [5-13, 18, 19] и с тех пор 

многократно переоткрывался и продолжает модифицироваться для широкого круга задач. Впервые 

применение варианта метода регуляризации для задач электродинамики на сфере с отверстием 

выполнено в работе [5] и сейчас активно развивается в Харьковской школе дифракции [5–19]. В нашей 
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задаче  операторное уравнение для системы (7), (8) есть уравнение первого рода AX C  в 

пространстве 2 (0, )L   [11–16, 18, 19].  Здесь X  –  отыскиваемый вектор-столбец, A  – известная  

 

матрица, C – заданный вектор-столбец в 2(0, )L  . Требуется  представить оператор  A  как сумму двух 

операторов 
(1) (2)

A A A  , из которых оператор 
(1)

A может быть и неограниченным, но имеет 

обратный оператор 
(1) 1( )A 

и этот оператор может быть явно найден.  При этом произведение 

операторов 
(1) 1 (2)

( ) *A A


 является вполне непрерывным оператором, а произведение операторов 

(1) 1
( ) *A C


  является ограниченным в 2 (0, )L  . При этом важным требованием к методу 

полуобращения матричного оператора задачи (и других операторов аналогичных задач) является 

получение в итоге наиболее эффективного решения, в частности, такого, которое можно находить и 

аналитически и численно в наиболее широком диапазоне изменения параметров задачи, а также с 

наименьшими погрешностями вычислений и с наименьшими затратами ресурсов.     

       На первом шаге преобразования системы (7), (8) вводим новое обозначение 
(1)
nA  вместо  искомых 

коэффициентов nA  из (6): 

                                                                           
(1) (1)

0( )nn n nA A F h ka .                                                         (9) 

Теперь, учтя свойства функций Ханкеля и их различные асимптотики [12–18],  введём в (7), (8) 

акустический параметр малости 
( )ak
n (10): 

                                                                

(1)
( ) 0 0

(1)
0

2 [ ( )]'
1

(2 1) ( )

ak n
n

n

ka h ka

n h ka
   


.                                             (10) 

Отметим, что параметр малости 
( )ak
n (10) убывает с различной скоростью при росте n .  При этом 

важно, что для n >> 1 и n >> ka0 параметр малости убывает до нуля быстрее, чем 
1

( ) 0O
n

  при 

n . Отметим, что для любых вещественных значений 0ka  параметр малости не имеет 

особенностей, так как функция 
(1)

0( )nh ka  не имеет вещественных корней.  

       Для следующего преобразования уравнения (8) используем связь между полиномами Лежандра и их 

производными:  

 

                                                         1 1
( ) [ ( ) ( )]

1

2 1n n n
P x P x P x

d d

n dx dx 
 


.                                       (11) 

Учтя запас сходимости в (8) и равенство (11), проинтегрируем почленно уравнение (8) по переменному 

 . При этом возникает константа интегрирования 0D . Эта константа 0D  оказывается равной нулю, так 

как 0( ) 1,P x  1 1( ) ( )P x P x x   и для cosx   при   получаем 

(cos ) ( 1) ( 1)
n

n nP P     , 

1 1 1 2
1 1(cos ) (cos ) ( 1) ( 1) ( 1) [( 1) 1] 0

n n n
n nP P 

  
           , 0n  . 

Затем в разность (11) проинтегрированных полиномов Лежандра 1 1( ) ( )n nP x P x   при cosx   

подставим известное интегральное представление Мелера – Дирихле [10– 14, 18]:  

1 0.5
0(cos ) 2 (cos cos ) sin( 0.5) , ( , ]nP x n xdx




          . 

Используя принадлежность проинтегрированного ряда в (8) пространству 2 (0, )L  , изменим порядок 

суммирования и интегрирования. В итоге получим однородное интегральное уравнение первого рода 

типа Абеля 
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                                            0
0.5

( )(cos cos ) 0, ( , ]x x dxg



   
   ,                        (12) 

где функция ( )g x - есть ряд Фурье по тригонометрическим функциям в 2 (0, )L  . Решение уравнения  

(12) можно найти несколькими способами. Применим здесь композицию с ядром [5, 12– 14] вида  

0.5
(cos cos ) sinx x


 . В результате получаем единственное решение уравнения (12): ( ) 0,g x   

0( , ]x   . Этим в преобразованном функциональном уравнении (8) мы перешли от рядов Фурье по 

полиномам Лежандра в 2 (0, )L   к рядам Фурье по тригонометрическим функциям cos[( 0.5) ]n x , 

0.n   Далее преобразуем функциональное уравнение (7). Для этого вместо полиномов Лежандра 

используем другое интегральные представления Мелера – Дирихле [5, 12– 14]  

1 0.5
0

0
)(cos ) 2 (cos cos ) cos( 0.5) , [0,nP x n xdx


    

 
     

Изменим порядок суммирования и интегрирования в (7), так как  ряд в (7) есть ряд Фурье в 2 (0, )L  .  

При этом получаем новое однородное интегральное уравнение первого рода типа Абеля 

                                            0
0.5

0
( )(cos cos ) 0, [0, )x x dxf


  


                                  (13) 

Решение уравнения (13) находим с помощью композиции с ядром самого уравнения. Это решение 

тривиально: ( ) 0,f x   
0

[0, ).x   Этим вместо (7), (8) получили функциональные уравнения по 

тригонометрическим функциям на обеих подинтервалах сегмента [0, ] . Учтя подстановку (9) и 

введение параметра малости (10), запишем полученную систему функциональных уравнений в виде 

новой нетривиальной системы второго рода так: 

 

(1)

0

1
cos( )

2
n

n

A n x




   

                        

(1) ( ) 0
0 0

0

0 0
0

[ ( )] 1
[ 2( ) ]cos( ) , ( , ],

2 1 2

1
( )cos( ) , [0, ).

2

ac m
m mm

m

m m
m

j ka
A ka F m x x

m

F j ka m x x

  












  




  







                    (14) 

Используя полноту и ортогональность функций 
1

cos( )
2

n x , 0,1,2,3,...n  в 2 (0, )L  , систему (14) 

можно преобразовать различными методами [5, 6]. Здесь применим к системе (14) дискретное 

преобразование Фурье. В результате получаем искомую бесконечную систему линейных алгебраических 

уравнений второго рода: 

                                        
(1) (1) ( ) (1)

, 0 0 , 0
0 0

( ) ( ) ( )
ak

n m m n m m m n m
m m

A A F j ka    
 

 

                           (15) 

                                     
(1)0

0 , 0
0

[ ( )]
2( ) ( ),

2 1

m
m n m

m

j ka
ka F

m
 






 


  0,1,2,3,...n  , 

где искомые коэффициенты 
(1)
nA переобозначены в (9), параметр малости

( )ak
m  введён в (10), аеличины 

mF  определены в (4), ,n m в (16) есть символ Кронекера, а величины , 0( )n m   и 
(1)
, 0( )n m   таковы:  

                                                                   
(1)
, 0 , , 0( ) ( ),n m n m n m                                                        (16) 
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                                     0 0
, 0

sin( ) sin( 1)1
( ) , ,

1
n m

n m n m
n m

n m n m

 
 



  
  

  
                        (17.а)     

а также 

 

  

                                     
0

(, 0 0

sin(2 1)1
) ], ;

2 1
[m m

m
n m

m


  




  


0,1,2,3,...n  .                        (17.в)  

В системе (15)-(17.в)  волновое число 0ka может принимать любые вещественные значения, а угол 

0 разреза сферы на мягкую и жёсткую части может принимать любые значения на сегменте [0, ].  

 

ВЫВОДЫ 

      1. Получена итоговая бесконечная система линейных алгебраических уравнений второго рода 

(СЛАУ– II)  (15) –  (17.а), (17.в), которую представим так   

                                                                      
(1) (1) ,A MA B                                                                      (18) 

где 
(1)

A  –   столбец неизвестных  коэффициентов 
(1)
nA для потенциала (6),. матрица M  в (18) такова 

                                                             ( ) (1)
,, 0( ) , 0,2,3,...ak

m n mM n m                                         (19)  

В (18) в правом  столбце B величину n того элемента представим так: 

               0 0
0 0 , 00

0

[ ( )] [ ( )]
2( ) ( ) 2( ) ( ).

2 12 1

n m
mn n m n m

m

j ka j ka
b ka F F j ka ka

mn
 

 
  



 



                 (20)  

2. Предельными (тестовыми) вариантами постановки задачи являются, в частности,  два таких варианта 

[2.1), 2.2)], когда составная сфера превращается в мягкую замкнутую сферу либо в жёсткую замкнутую 

сферу. Рассмотрим сначала вариант 2.1) - превращение составной сферы в мягкую замкнутую сферу. При 

этом полярный угол 0  нитевидного соединения сегментов сферы стремится к  . Тогда, независимо 

отдельно решая задачу дифракции заданной плоской акустической  волны на замкнутой мягкой сфере, 

получаем коэффициенты nA  вторичного потенциала (6) в явном виде:  

                                                                 
(1)

0 0    ( ) / ( )n n nA j ka h ka .                                                          (21) 

Теперь, получим тестовое решение (21) путём предельного перехода в системе (15) при 0  . Для 

этого в системе (15) в правой части рассмотрим пределы всех сумм при 0 .   Тогда получаем, что 

для 0  пределы величин (16), (17а) и (17в) таковы: при n m  , 0lim ( ) 1n n   , а при 

n m , 0lim ( ) 0.n m    Затем получаем, что для 0   пределы (при n m  и при n m ) 

(1)
, 0lim ( ) 0.n m   В этом случае система (15) превращается в равенство 

(1)
0( )n n nA F j ka  . Далее, 

учтя (9), получаем равенства
(1) (1)

0 0( ) ( ).n n n nn nA F j ka A F h ka   Значит, в итоге получаем 

требуемое равенство (22). Теперь рассмотрим вариант 2.2) − превращение составной сферы в жёсткую 

замкнутую сферу, когда угол  0  нитевидного соединения сегментов сферы стремится к 0 . Тогда, 

также отдельно решая задачу дифракции плоской акустической волны на замкнутой жёсткой сфере, 

получаем коэффициенты nA  вторичного потенциала (6) в явном виде: 

                                                            
(1)

0 0    [ ( )] / [ ( )]n n nA j ka h ka  .                                                        (22) 

Для проверки (22) аналогично варианту 2.1) рассмотрим в системе (15) пределы всех сумм при 0 0  . 

Найдя пределы сумм, получаем, что система (15) преобразовывается в упрощённую следующего вида:  

                                              
(1) (1) ( )

.0 02( )[ ( )] / (2 1)ak
n n n nA A ka j ka n                                               (23) 
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Подставим в (23) величину 
( )ak
n (10) и коэффициенты 

(1)
nA (9). В итоге получаем требуемое равенство 

(22). Этим оба предельные варианты постановки задач (при 0  и при 0 0  ) рассмотрены и 

найдены их явные тестовые решения, которые также следуют из полученной  СЛАУ−II  (15), (18). 

3. Система (15), (18) имеет единственное решение [16]. Её матричный оператор, соответствующий 

матрице M  (20), вполне непрерывен в пространстве 2l и правый столбец B системы (15), (18) [и (21)]   

принадлежит 2l . Константа 1 не принадлежит спектру матричного оператора, соответствующего 

матрице M (20). Поэтому решение системы (15) может быть эффективно найдено численно для 

произвольных параметров задачи.  Система (15) может быть решена и аналитически для двух важных 

предельных случаев − [3.1), 3.2)]. Для случая 3.1) отметим, что для сравнительно малых значений 

волнового числа 0ka ( 0 1)ka   норма матрицы M (20) в пространстве 2l равномерно (по углу 0  во 

всём диапазоне изменения 0 [0, ]  ) ограничена единицей:  

2

1
l

M  . 

Для случая 3.2) отметим, частности, что для больших величин угла  0  ( 00 1    )  и даже до 

сравнительно больших значений 0ka ( 0ka  40) норма матрицы M также ограничена единицей.  

4. Отметим, что приведённые  резонансные частоты ka составной замкнутой сферы при уменьшении 0  

немонотонно возрастают, начиная от корней 
( )
,
s

n mka уравнения 
( )
,( ) 0s

n n mj ka   до корней 
( )
,
h

n mka  

уравнения 
( )
,[ ( )] 0h

n n mj ka   , где штрих обозначает, как и принято выше, дифференцирование по 

аргументу. Точные значения  резонансных частот ka  структуры при 0 0   являются корнями 

определителя det( ) 0M   матрицы  M  (20).  

      Некоторые приведённые  резонансные частоты  
( )

,( ) s

n mka   приближённые [11, 17-20] значения 

корней уравнения 
( )

,( ) 0s

n mn kaj    даны  в таблице 1.  

                                                   Таблица 1. Резонансные частоты 
( )
,
s

n mka  замкнутой мягкой сферы.  

 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 
 

m=2 7.7252518 10.4171185 11.7049072 12.9665301 14.2073924 

 

m=3 10.904125 13.6980231 15.0396647 16.3547096 17.6479740 

 

 

5. Применённый вариант метода регуляризации [5–13, 18–20] задачи акустики на составной замкнутой 

сфере может быть обобщен [2, 8, 9, 22–25] для других видов источников полей, например, для 

различных, в том числе акустических и электрических диполей, и для других структур, например, для 

составных диэлектрических сфер. 
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