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MODELISATION MATHEMATIQUE DE LA POPULATION DES VILLES
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Modélisation mathématique de la population des villes. La possibilité d’utiliser un modéle mathématique empirique
permettant de prédire la taille de la population de la population urbaine du pays est xaminée. La taille de la population sur
la croissance des villes, qui représentent des centres commerciaux, permet la planification de la production, la demande
et la consommation des biens et services.
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MATEMATUYHE MOAENIOBAHHA NIOOQHOCTI MICT

Po3rnspaetbca MOXNMBICTb BUKOPUCTaHHSA eMNipUYHOi MaTeMaTUYHOI Mogeni ANst NPOrHo3yBaHHS MIOAHOCTI Hace-
TNIEHHS MICT KpaiHu. 3a 3pOCTaHHAM JOAHOCTI MICT, SIKi € PUHKOBMMM LIEHTPaMU, CTAE MOXITMBUM MIiaHyBaHHSA BUPOOHU-
LTBa, MOMUTY i CMIOXMBaHHSA TOBapiB | MOCNYT.

KntouoBi cnoBa: MicTO, NOAHICTb, MOAENb, NEPCNEKTUBN, PIBHAHHS.

MATEMATUYECKOE MOOENMPOBAHUE NIOOAHOCTU rOPOOOB
PaccmatpusaeTcsi BO3MOXHOCTb MCMOSIb30BaHNA SMMNMPUYECKON MaTemMaTnieckon Moaenu Ans nporHo3npoBaHus
MIOAHOCTMN HaceneHns ropoAos cTpaHbl. 1o pocTy NAHOCTY rOPOAOB, KOTOPbIe ABMSAKTCA PhIHOYHLIMW LIEHTPaMK, BO-

3MOXXHO MiaHMpOBaHWE NPOU3BOACTBA, Crpoca U NoTpebneHns ToBapoB U YCnyr.
KnioueBble crnoBa: ropog, MoAHOCTb, MOAENb, NEPCNEKTUBLI, ypaBHEHME.

L'économie de marché, en dépit de la liberté d'en-
treprise et la concurrence féroce, a besoin de la pro-
grammation et de la planification. Leur efficacité dé-
pend des calculs a long terme de la production, de
l'offre et de la demande pour divers types des biens et
services. Les calculs peuvent étre basés sur la modéli-
sation économique et mathématique. On peut se servir
d'un exemple, il s'agit de 1'équation mathématique em-
pirique proposée par le scientifique américain Zipf et
améliorée par le scientifique soviétique Y. Medvedkov.

Les grandes villes, en particulier, appartiennent aux
objets les plus importants recherchés par le marketing
en qualité des centres commerciaux. Cela peut etre ex-
pliqué par leur réle de premier plan dans la vie écono-
mique, politique et culturelle des pays et des régions.
En sebant sur I'hypothése qui dit, que la capacité du
marché est proportionnelle au nombre d'habitants, il
est possible, en se basant sur les tendances démogra-
phiques de la popullation, pour faire des prévisions sur
les volumes des ventes. Leurs calculs nécessitent 1'utili-
sation de la modélisation économique et mathématique.

Le modé¢le en question est basé sur 1'hypothése pro-
posée par le scientifique américain Zipf, qui affirme
que pour certains systémes de villes (pays ou région)
il existe une relation spécifique entre la population de
la ville et son numéro de série dans 1'ordre décroissant
(ou croissant) la population dans la ville sous forme de
l'équation suivante:

H,=H,-j" (M

ou Hj — population de la j-¢me ville;

H, — population de la plus grande ville selon le
nombre d'habitants;

a — coefficient de contraste, typique de certains

systémes concrétes des villes.

Sur la base de cette hypothése et admissions, que
la demande du marché est proportionnelle au nombre
d'ahbitants, il est possible de déterminer la demande
d'achat de n'importe quel systeme de villes, sachant
son numéro d'ordre et le nombre d'habitants de la plus
grande ville.

Par exemple, pour les villes des Etats-Unis, ou le
coefficient de contraste peut étre égale a 1. Alors a partir

de la formule (4.2) il résulte que le nombre d'habitants

15
de la plus grande ville est New York =15-1" = i 15;

15

2-éme : Chicago=15-2" = 5= 75,

1
3-¢me : Los Angeles=15-3"" = ?5 =5 etc.

Cela correspond a la réalité, mais en pratique cette
coincidence est rare.

En régle générale, 1'existence des lois découvertes
par Zipf sont superposées des certains facteurs, on les
déforme fortement, ce qui entraine dans les certains
nombres de cas, a premiere vue, il ne peut pas étre tra-
cée. Cependant, cette tendance est réelle. Son exis-
tence objective est confirmée par de nombreux travaux
du scientifique Soviétique — Y. Medvedkov (et plus
tard Américain), qui a effectué ses recherches appro-
priées sur le systéme des villes dans 85 pays du monde,
prises par échantillonnage aléatoire, lorsque la taille de
I'échantillon est égale a 14 %.

Le mod¢le de Zipf sur les tendances dans les dimen-
sions des villes d'un certain systéme peut étre repré-
senté graphiquement dans un systéme de coordonnées
rectangulaires dans lequel I'axe des X aura une conser-
vation du numéro de séquence des villes (j), et sur 1'axe
des Y sont présentés leurs coefficients de la popullation
(H) [2].
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Si on prend par exemple le systeme des villes en
Pologne [3] et on essaie de les distribuer par ordre dé-
croissant du nombre d'habitants du systéme de coor-
données spécifiés. Alors on obtient une vue du gra-
phique représenté sur la figure 1.

Malheureusement, pour toute sa clarté et simplici-
té, ce graphique comprend de graves défauts. L'échelle
linéaire sur l'axe des Y montre bien la différence de la
population seulement pour la premiere dizaine de villes
(les grandes villes). Les autres valeurs Hj ne peuvent
pas etre comparé¢, puisque leurs points se fusionnent
sur le graphique. Et en effet, la courbe H, ... Hj, ayant
une forme compliquée, ne permet pas l'é¢tude de la dé-
pendance entre les valeurs de j et Hj.

AL
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Figue 1. La population des villes en Pologne

Il est préférable de transformer ce graphique, rem-
plagant 1'échelle linéaire par la logarithmique. Cela
évite la construction d'un grand graphique et donne
la possibilité de présenter la dépendance de j Hj sous
forme maniére linéaire, comme le montre le graphique
ci-dessous (fig. 2)
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Figue 2. La population des villes en Pologne sur une échelle
logarithmique

Le graphique montre que la chaine Hj est tiré vers le
domaine logarithmique est presque en ligne droite. Au
niveau des coordonnées du systéme rectangulaire, la
position de cette ligne (rapprochement de la valeur Hj)
est caractérisée par 1'équation Y= C — KX (dépendance
décroissante).

La valeur de C sur le graphique correspond a 1'in-
terception de l'axe de Yle segment de ligne, a savoir le
secteur OC. Le coefficient angulaire K : exprimé par la
tangente de I'angle de la droite de l'axe des X.

98 |

En raison du fait que les axes ont une échelle loga-
rithmique peut en remplacant 1'équation de la ligne au
lieu de X, Y équivalents valeurs logarithmiques obtenir
C:

1gHj =1gC-Klg;j

Par potentialisation (action, logarithmes inverses)
on transforme cette équation en une fonction de puis-
sance suivante:

Hj =C-j7* )

Pas difficile de voir que l'équation (2) est proche
dans la forme a 1'équation Hj =H, - j*, déduit par
Zipf, en supposant: C=H, et K=a=1.

A partir de la figue 2. il est clair que la relation entre
le nombre d'abitants des villes et leur numéro de sé-
quence est le caractere de corrélation. De plus, en regle
générale, et. En particulier, dans les systemes étudiés
des villes par Y. Medvedkov de 12 pays en tout cas il
n'y avait pas de relations prises par Zipf. Par exemple,
pour I'Italie C avec un tiers moins que H,, le Chili :
2,7 fois plus, et un indicateur de degré a et varie de :
1629 (I'Autriche) a 0,788 (RPC).

Pour rendre ces caractéristiques plus importantes,
par Y. Medvedkov 1'équation Zipf est transformée sous
la forme suivante:

H,=K-H,-j“, (3)

ou H] — nombre d'habitans de la j-¢me ville du systeme;

H, — nombre d'habitans de la plus grande ville dans
le systeme;

Jj — numéro de série de la ville par ordre de taille dé-
croissant de la population;

a — coefficient de mesure de contraste de la taille
de la ville;

K — «coefficient de supériorité» de la ville princi-
pale, qui est le rapport, ou C — la principale taille de
la population de la ville (centre commercial important
du pays), ce qui en théorie devrait étre soumis a la ré-
partition de la taille de la population des tendances des
villes selon 1'hypothése Zipf.

Un complément nécessaire a 1'équation (3) est le
coefficient de corrélation (R), la valeur absolue des diffé-
rences qui peuvent étre vues entre la tendance générale
du systéme et les dimensions réelles des centres séparés.
L'équation Y. Medvedkov avec un coefficient de corré-
lation est un mode¢le mathématique de la structure des
villes (mais pas n'importe quelle combinaison aléatoire
des colonies, mais seulement les colonies qui sont évi-
demment étroitement liées les unes aux autres et qui
forment un cadre de soutien du pays).

Pour tous les pays ou existe la production des pro-
duits de base, les relations de marché sont basées sur
la division territoriale du travail. Les villes possedent
une influence mutuelle les unes des autres comme les
centres commerciaux. Les fonctions des nouvelles villes
construites de négociation et de distribution se répar-
tissent de la fagon suivante : entre eux de manicre a ce
que la désignation de I'avant de I'un d'eux refléte inévi-
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tablement dans 1'autre. En ce sens, le calcul du modéle
mathématique (4), suivie d'une analyse des résultats
d'intérét pratique pour 1'étude des activités de négocia-
tion, y compris le commerce extérieur. En outre, il peut
étre utilisé dans la préparation des prévisions scienti-
fiques de la demande et la fourniture de certains biens
et services dans les villes et les régions de chaque pays.

Le probléme du calcul de 1'équation (3) se réduit a
déterminer les valeurs de a et C, ainsi que le coefficient
de corrélation R.

Comme exemple de ce genre de calculs, nous pre-
nons le systéme des centres commerciaux en Pologne
(les plus grandes colonies avec une population de plus
de 100 000 habitants : tabl. 1).

Le calcul pour les trois parameétres déterminants de
aet

a= E — ﬂ =-07
D 88.8
C.
1gc:£:w:3,og
D  88.8

Potentialisant la valeur du Ig C, on obtient sa valeur
absolue C = 1202. Cette taille de la population de-
vrait théoriquement etre attribuée a la plus grande ville
dans le systéme. Cette valeur s'écarte de la réelle pour
des raisons socio-historiques spécifiques et les erreurs
dans le calcul étaient basées sur des données périmées.

Tableau 1
Exemple de calcul
lg j (19 j)? lg j x Ig Hj J H, IgH, | AlgH, (Alg H)? Algj AlgjxAlgH, (A lg j)?
0,000 0,000 0,000 1 1,388 3,142 +0,736 0,547 -0,990 -0,732 0,980
0,301 0,091 0,869 2 761 2,892 +0,486 0,230 -0,691 -0,331 0,490
0,477 0,227 1,328 3 657 2,817 +0,411 0,168 -0,513 -0,209 0,260
0,602 0,362 1,646 4 560 2,748 +0,342 0,116 -0,388 -0,129 0,152
0,699 0,489 1,878 5 499 2,698 +0,292 0,084 -0,291 -0,084 0,085
0,778 0,605 2,005 6 398 2,600 +0,194 0,036 -0,212 -0,040 0,044
0,845 0,714 2,149 7 358 2,554 +0,148 0,023 -0,145 -0,023 0,022
0,903 0,815 2,248 8 319 2,504 +0,098 0,008 -0,087 -0,007 0,010
0,954 0,910 2,327 9 308 2,488 +0,082 0,006 -0,036 -0,003 0,001
1,000 1,000 2,408 10 256 2,408 +0,002 0,000 +0,010 0,000 0,000
1,041 1,084 2,412 11 209 2,320 -0,086 0,008 +0,051 -0,004 0,003
1,079 1,886 2,484 12 201 2,308 -0,103 0,010 +0,089 -0,010 0,008
1,119 1,254 2,553 13 194 2,287 -0,119 0,014 +0,129 -0,022 0,016
1,146 1,323 2,622 14 193 2,285 -0,121 0,014 +0,156 -0,018 0,026
1,176 1,392 2,644 15 185 2,267 -0,139 0,019 +0,186 -0,025 0,036
1,204 1,450 2,700 16 178 2,250 -0,156 0,025 +0,214 -0,031 0,044
1,230 1,512 2,730 17 167 2,222 -0,184 0,032 +0,240 -0,043 0,057
1,255 1,587 2,770 18 154 2,187 -0,219 0,048 +0,265 -0,054 0,067
1,278 1,612 2,768 19 148 2,170 -0,236 0,057 +0,288 -0,067 0,078
1,301 1,690 2,821 20 147 2,167 -0,239 0,057 +0,311 -0,074 0,096
1,322 1,742 2,824 21 140 2,146 -0,260 0,067 +0,332 -0,085 0,109
1,342 1,795 2,867 22 140 2,146 -0,260 0,067 +0,352 -0,091 0,122
1,361 1,849 2,856 23 127 2,103 -0,303 0,090 +0,371 -0,110 0,137
1,380 1,904 2,842 24 115 2,060 -0,340 0,115 +0,390 -0,132 0,152
+2,791 +3,384
23,803 27,293 54,751 57,764 2,765 1,841 -3.353 -2,324 2,956
|g ] =0,99 Ig Hj =241

La nature des calculs est réduite a des colonnes de
remplissage 4 et 5 des données d'origine (j et H}.), la dé-
termination des valeurs de leurs logarithmes, le calcul
fonctionne Ig j x Hj et 1'addition des résultats des co-
lonnes remplisses.

Ensuite, les composantes du systeme d'équations
qui est résolue au moyen des «moindres carrés».

nlgC+ailgj = anlgHj
1 1

lgC-YNgj+ay (lgj) =) lgj-1gH,
1 1 1

Le systéme est résolu par les régles habituelles: la
substitution mutuelle ou addition et la soustraction
aprés avoir amené les membres a la méme espece. La
fagon la plus simple de résoudre est: le calcul de déter-
minants (déterminants). Dans ce systeme ie3'a trois dé-
terminants.

Cependant, le calcul du coefficient de corrélation selon
la formule

XY —
- XY
R=—"1—— ou
oy, 0y ’
X et Y — lgjetligH,

indique l'existence d'une relation entre la dimension
des principales villes et d'autres villes.

Il faut déterminer les valeurs moyennes arithmé-
tiques

etlgH,:

Igj= 23.803 _ 0.99; IQFI _37.764

=241.

Dans le graphique 7 on montre tous les écarts
AlgH (IgH; - I[gH ), au niveau du 8 cadre de ces valeurs,
et on remplit le 9 et le 11 graphiques relativement aux
valeurs des lgj.
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En multipliant dans les lignes le 7 et le 9 graphes, on

obtient la valeur » Alg-AlgH,
1

Qu'on apporte au 10 graphe. La somme de la valeur
obtenue, divisées par le nombre de villes (24) donne un
moment central mixte.

Algj-AlgH.
721: 142,324

M. =
v n 24

=0,096.

Par la somme des chiffres du 8¢me et 11éme graphes
on calcule les écarts types standards pour la série:

Zn:(AlgHj)2

=, 1841 =0,283.
23

Sachant M, i1 O Oy ON détrermine le coefficient de
corrélation :

n—1

R M, 0,09

- = =0,950.
o, -0, 03580283

La valeur R résultant 0950 est proche de 1, indique
une grande connexion entre les séries j et H]., et confirme
donc pour la Pologne, la manifestation de la taille de la
population, en fonction de leurs classements des villes.

En supposant que la taille de la population en 2025
atteindra 3,5 millions hab. a Varsovie, en remplacant
dans I'équation (4) k, a et H,, nous pouvons calculer la
taille prospective de la population d'autres grandes des
villes du pays, et sur cette base : la demande pour divers
types de biens et services.

Nos calculs montrent que l'augmentation du
nombre d'habitants a Varsovie pour 3,5 millions de per-
sonnes sera une augmentation correspondante dans
d'autres villes principales (tabl. 2).

Tableau 2
Projection de la population des plus grandes
villes en Pologne

. . Taille prévue de
Taille de la population la pooulation dici
Ne |  Villes en 2010, pop
o 2025,
million. pers. -
million. pers.
1 Varsovie 1,720 3,5
2 Cracovie 0,756 1,831
3 Lodz 0,737 1,379
4 Wroclaw 0,633 1,127
5 Poznan 0,552 0,964
6 Gdansk 0,457 0,848
7 Szczecin 0,405 0,762

Conclusions. L'obtention des données de prévisions
sur la population des villes dans un pays pour une pé-
riode donnée, permet de calculer la future demande
pour divers types de biens et services, et de préparer
auparavant la production de l'infrastructure pour sa sa-
tisfaction.
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