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f(z) =
∞∑

n=0

anzn ���

�������� �� �
������� �� ��������� �� ��� Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}!
�  �� "�
��#
����� �
������ Mf (r) $#
#%���� %���
���%��� $�
� ��

�[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)
ln r

� 	� #�
#��� & ���
� '�( �[f ] = lim
n→∞

n ln n

− ln |an| � ���

"�
��#
����� �
������ Mf(r) � %�$� ��! ���� �[f ] = 0! )� ����#� '�( %%�%

��*�
����+��, $�
� �� p[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)
ln ln r

� �� ���%� p[f ] > 1  �%�%! -�

p[f ] = lim
n→∞

ln n

ln
(

1
n

ln
1

|an|
) + 1�

��� ����" ������, �#����+#���*� $�
� �� �
������ Mf(r) %�%+��� ��  �$�.
��*��  ��������/�" /��� �
������� &� 0���*�1# '�( $�
�%��%�%  #��� �#
����
��*�
���� %� Mf(r) � ��/�� �#
���2� ��*�
���� %� r� 3�&� 4
� ��� '5( �#
����
%� ln Mf (r) $�
�%��%�% �  ���� $
�%����� �
����+��� ��������� %� r� 6�,��.
*�����/� /���� �
������ %%�% 7�7� 0#
#�#� '�(�

8#
#� L $����+��� ����  � ���" �#$#
#
%��" �
����+�"  � +∞ �� [0, +∞)
������, �! �� % '�(! 9� #�� *�%�
��! -� α ∈ L0! ��-� α((1+ o(1))x) = (1+ o(1))α(x)

�© ������� �	
���� ����
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$
� x → +∞! � α ∈ L�� ! ��-� α(cx) ∼ α(x) $
� x → +∞  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)!
�9� α : $�%����� �
����+� ��������

��� α ∈ L � β ∈ L ���*����#��� $�
� ��� ����� ������� f ����%�2���

%#��+��� �αβ [f ] = lim
r→+∞

α(ln Mf(r))
β(ln r)

� ; '�(  �%# #�� ��#< ��-� α ∈ L�� !

β ∈ L0 �
dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1) $
� x → +∞  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)! �

�αβ [f ] = lim
n→∞

α(n)

β

(
1
n

ln
1

|an|
) � ��� ����" ������, �����%�*� $�
� �� ���*���.

�#��, $�
� �� �α[f ] = lim
r→+∞

α(ln ln Mf (r))
α(ln ln r)

%%# #�� % '=(!  #  �%# #�� ��#<

��-� α ∈ L�� � 0 � dα−1(cα(x))
dx

� AeBα−1(cα(x))  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)!

%��" x � x0(c) �  #���"  � ���" ����" A � B! � �α[f ] = max{1, kα[f ]}!  #
kα[f ] = lim

n→∞
α(ln n)

α

(
ln

(
1
n

ln
1

|an|
)) � 6#%���� $������! -� �α = max{1, �̂α[f ]}!  #

�̂α[f ] = lim
r→+∞

1
α(ln ln r)

α

(
ln

ln Mf (r)
ln r

)
�

>��� %������� $������

�������� � /� ���0�123� ��03�4�2 �̂α[f ] = kα[f ] �5 6 781�9: 3� 763�;�33� �̂α[f ]5
�< 6��3��24� 3�0�9�3� ��6:12���� =� >9�����5 ?� ���4�3� �� @�@� A�������5
�<B7 6�74��33� C�17D E:3<C�D 0������� 3� 0 �����3�� ln Mf (r)5 � 0 �����3��
ln Mf(r)

ln r
F6�:0�G��75 B7

ln Mf(r)
ln r

→ +∞ (r → +∞) 91� ���34C�39�3�37D C�17D

E:3<C�DH5 �7I�7 :6�8�123�3�J �7��97< C�17D E:3<C�D F!H 00�4�� : 0�81�9�

�̂αβ [f ] = lim
r→+∞

1
β(ln r)

α

(
ln Mf(r)

ln r

)
K

;� $�%� � �� �� $�����  �2 ��� #�
#���

������� �� L<B7 α ∈ L�� � β ∈ L05 �7 �̂αβ [f ] = lim
n→∞

α(n)

β

(
1
n

ln
1

|an|
) �

?� #�
#�� 2 9#�$��#
# ��� ����� ���  �%# #��� ���+# #�
#�� �  �� ����" 
� �%
��
�"�#� ��� ����*� ��9������ �9����*� % C� 
� � ��
�"�#

F (s) =
∞∑

n=0

anesλn , s = σ + it, ���

�� �
����+��  � +∞ $���� �%���� �#%� @2���" $��������% λn $
�,�#�� M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}� A� B� '�(! ���*������+� #�
#�� & ���
�! %%�% R.

$�
� �� �R = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F )
σ

� �� ���%� ln n = O(λn) (n → ∞)  �%�%! -�

�R = lim
n→∞

λn ln λn

− ln |an| � &� &�$��� 'C( $�����%! -� �� 
�%���� 2 $
�%������ �� ���%�
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ln n = o(λn ln λn), n → ∞� ���*����#�� $�
� �� �αβ [F ] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F ))
β(σ)

%%#.

 #�� % 'D(!  #! ���
#��!  �%# #�� ��#< ��-� α ∈ L�� ! β ∈ L0!
dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1)

(x → +∞) � ln n = o(λnβ−1(cα(λn)))  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)! � �αβ [F ] =

= lim
n→∞

α(λn)

β

(
1
λn

ln
1

|an|
) � E�-� � ���*����#��, $�
� �� ����*� 
� � ��
�"�# ����.

+�� � %�*�� � �̂αβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln M(σ, F )

σ

)
! � $
�%����� ��� #�
#���

�������  � L<B7 α ∈ L��5 β ∈ L0 � ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞5 91� <7G3787

c ∈ (0, +∞)5 �7 �̂αβ [F ] = kαβ [F ] =: lim
n→∞

α(λn)

β

(
1
λn

ln
1

|an|
) �

)
�,�#�� M1(σ, F ) =
∞∑

n=0

|an| exp{σλn}� ;�%+#��� �%@���� ��� �
�������

M(σ, F ) � M1(σ, F ) $
��%�+#�� $
��� '�F.��(� 	��
#��! % '��(  �%# #�� ��#< ��-�
$�������� ����*� 
� � ��
�"�# ����+#���*� R.$�
� �� �R �� �%������� ���%�

lim
n→∞

ln n

ln λn
� τ < +∞! � lim

σ→+∞
ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ
� τ�R

2
�

	�����%���� ���*����#��" $�
� ��%  �2 ���, 
#������

������� !� L<B7 α ∈ L��5 β ∈ L0 � ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞5 91� <7G3787

c ∈ (0, +∞)5 �7 lim
n→∞

1
β(σ)

α

(
ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ

)
� �̂αβ [F ]�

	��%�����! -�  �� ����" 
� �% ��
�"�# ����+#���*� R.$�
� �� �R � #�
#�� �

�
���2�� ������ lim
σ→+∞

1
σ

ln ln
M1(σ, F )
M(σ, F )

� �R! ��� 2 ���+�� *�
/�� %� ��%# #���

%�-# ������ � '��(! ��# %��� %�����2��� �� ���%� ln n = o(λn ln λn), n → ∞! ��� 2
���+�� /�
/�� %� ���%� ln n = O(ln λn), n → ∞�

 � "���#���� �$������ ������������

��������� �����	
 �� )
�$�����! -� �̂αβ [F ] < +∞! � �#"�, µ(σ, F ) =
= max{|an| exp{σλn} : n � 0} : �����������, +�#� 
� � ���� >� �  �� 9� �.
���*� � > �̂αβ [F ] � %��" σ > σ0(�), � �*�� � �� �#
�%���� ��/�! ��2�� ln |an|+ σλn ≤
≤ ln µ(σ, F ) � ln M(σ, F ) � σα−1(�β(σ)) �! ��#! ln |an| � σ(α−1(�β(σ)) − λn)  ��
%��" n � 0 � σ � σ0(�)�

;�9#
#�� σ = σn = β−1

(
1
�
α(ελn)

)
!  # ε > 0 :  �%����# +����� >� � σn � σ0(�)

 �� %��" n � n0(�, ε) �! ��#! ln |an| � −(1−ε)λnβ−1

(
1
�
α(ελn)

)
 �� %��" n � n0(�, ε)!

�9�
α(ελn)

β

(
1

(1 − ε)λn
ln

1
|an|

) � �.
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��

G������� α ∈ L�� ! � α(ελn) ∼ α(λn) $
� n → ∞� 	 ���%� β ∈ L0 %�$��%�2

� �%�! ��$
���� ! '��(�! -� lim
x→+∞

β((1 + ε)x)
β(x)

= A(ε) ↘ 1 (ε → 0)� >��� � ��������

�#
�%���� �� 
�"����  �%������� ε �
���2�� �#
�%���� kαβ [F ] � �� 	�% ���  �.
%������� � > �̂αβ[F ]! �%� �� � #
��2�� �#
�%���� kαβ [F ] � �̂αβ [F ]! ��� 2 �+#%� ���!
��-� �̂αβ [F ] = +∞�

)
�$����� #$#
 %� ��$
��%��*�! -� kαβ [F ] < �̂αβ[F ] � %�9#
#�� kαβ [F ] < � <

< �̂αβ [F ]� >� �  �� %��" n � n0(�) ��2�� ln |an| � −λnβ−1

(
1
�
α(λn)

)
! �9�  ��

 ���� %#����" σ ��2��

ln µ(σ, F ) = max
{

max
n�n0(�)

{ln |an| + σλn}, max
n�n0(�)

{ln |an| + σλn}
}

�

� max{K(�)σ, ln µ∗(σ, F )}, ���

 # ln µ∗(σ, F ) = max
n�n0(�)

{
λn

(
σ − β−1

(
1
�
α(λn)

))}
�

E�-� n ��#! -� σ − β−1

(
1
�
α(λn)

)
� 0! � %�
�� � ��*�
��"  ����" %� @2�.

��, � �������� ln µ∗(σ, F ) → +∞! σ → +∞! �  �� �#�
�����*� �� #�.

�� ν∗(σ, F ) = max
{

n : λn

(
σ − β−1

(
1
�
α(λn)

))
= ln µ∗(σ, F )

}
��2�� �#
�%����

σ − β−1

(
1
�
α(λν∗(σ,F ))

)
� 0! �9� λν∗(σ,F ) � α−1(�β(σ)), σ � σ0�

;���
���%��+� %� ��� 
�%���� '�5! H� ��( ln µ∗(σ, F ) = ln µ∗(σ0, F )+

σ∫
σ0

λν∗(t,F )dt!

�
���2��

ln µ∗(σ, F ) �
σ∫

σ0

α−1(�β(t))dt + ln µ∗(σ0, F ) � α−1(�β(σ))(σ − σ0) + ln µ∗(σ0, F ) =

= (1 + o(1))α−1(�β(σ))σ, σ → +∞.

	%� �� � � ��� %�$��%�2 ��#< ��-� α ∈ L�� � β ∈ L0! �

lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln µ(σ, F )

σ

)
� �. �5�

G������� ln n = o

(
λnβ−1

(
1
�
α(λn)

))
$
� n → ∞ � − ln |an| � λnβ−1

(
1
�
α(λn)

)

(n � n0(�))! � h0 =: lim
n→∞

ln n

− ln |an| = 0� >��� '�5! H� ��(  �� �����*� ε ∈ (0, 1)

����2 ���� A0(ε) > 0 ���! -�  �� %��" σ � 0 $
�%����� �#
�%���� M(σ, F ) �
� A0(ε)µ

(
σ

1 − ε
, F

)
! � � �*�� � �� �5� , ���%� α ∈ L��

�̂αβ[F ] � lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln µ(σ/(1 − ε), F )

σ

)
= lim

σ→+∞
1

β((1 − ε)σ)
α

(
ln µ(σ, F )

σ

)
.
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G������� β ∈ L0! �! �� �����+�����! �
���2�� �#
�%���� �̂αβ [F ] � �! -� �#�����.
%�� G�#! �̂αβ [F ] = kαβ [F ]� >#�
#�� �  �%# #���

��������� �����	
 � � %�$� ��! ���� �̂αβ [F ] = +∞! #�
#�� � �+#%� ��� E�-�
� �̂αβ[F ] < +∞! �  �� 9� �.���*� � > �̂αβ [F ] � %��" n � n0(�) �� #�
#��� �

��2�� |an| � exp
{−λnβ−1 (α(λn)/�)

}
� 6#"�, n(t) =

∑
λn�t

1 : ��+����� ������� $����.

 �%����� 	
�������! -� � � ln n(t) = o
(
tβ−1 (α(t)/�)

)
$
� t → +∞� )
�,�#��

γ(σ) = α−1(�β(σ(1 + ε))), ε > 0� >� �  �� %��"  ���� %#����" σ ��2��

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} �
∑

λn>γ(σ)

exp



−λnβ−1

(
1
�
α(λn)

) 
1 − σ

β−1

(
1
�
α(λn)

)






�

�
∑

λn>γ(σ)

exp



−λnβ−1

(
1
�
α(λn)

) 
1 − σ

β−1

(
1
�
α(γ(σ))

)






=

=
∑

λn>γ(σ)

exp
{
− ελn

1 + ε
β−1

(
1
�
α(λn)

)}
�

∞∫
γ(σ)

exp
{
− εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

)}
dn(t) �

�
∞∫

γ(σ)

n(t) exp
{
− εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

)}
d

(
εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

))
�

�
∞∫

γ(σ)

exp
{

ε

2(1 + ε)
tβ−1

(
α(t)
�

)}
exp

{
− εt

1 + ε
β−1

(
α(t)
�

)}
d

(
εt

1 + ε
β−1

(
α(t)
�

))
=

= 2

∞∫
γ(σ)

exp
{
− εt

2(1 + ε)
β−1

(
1
�
α(t)

)}
d

(
εt

2(1 + ε)
β−1

(
1
�
α(t)

))
= o(1), σ → +∞.

E� %� �� �  �%# #��� �#�� � � '��(! M1(σ, F )�M(σ, F )
√

n(γ(σ))+
∑

λn>γ(σ)

|an|exp{σλn}.
>��� ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F ) � 1

2 ln n(γ(σ)) + o(1) = o
(
γ(σ)β−1 (α(γ(σ))/�)

) ≤
≤ σα−1(�β(σ(1 + ε))), σ � σ0, �%� ��! � �*�� � �� ���%� β ∈ L0 �  �%�������
ε > 0, �#*�� %�$��%�2 $�
�9�� �#
�%�����
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� �	���������� �
	���� �� ����� ���
�
��h������	��� �i �����		��� ������	��j *������" """ ����" ��	�" ���"����" 	�
� Q
�"� #S7#"

7" 4������	 5�6� % ����� ����
 ������ ������
�� ���
� ���� �
	���� � ���
���
��h������	��� �i �����		��� ������	�� NN&��" �
���" ����������" Q #S89" Q kT" Q
l" #\\�#\R"

8" 4������	 5�6� % ����� ����
 ������ ��m� �� �	���������� � ��
�� �
	����
	
����� ������� � ��h������	���� �� �����		m� ������	�� NN&��" �
���" �������
����" Q #S8R" Q k8" Q l" ##7�#T\"

9" 7�&& $�8� nG HB>C<�G IF�GC; �G CPB CPBF>M FE o�>�HP?BC ;B>�B; NNZKB>" e<CP" O" Q #STR" Q
UF?" 7\" Q V" 9[�R["

R" 09:/�&� 0�;� Z >BK<>d FG CPB X�CC F>DB> FE BGC>B E=GHC�FG DBpGBD _M o�>HP?BC ;B>�B; NN V>FH"
ZKB>" e<CP" WFH" Q #S8#" Q UF?" #T" Q V" 9TT�9TR"

S" <�=�>�� ?�@�� 4������	 5�6� % ����� ��m� �
	����� ���������		m� ������ !��
���� NN&��" �
���" ����������" Q #S97" Q k7" Q l" #\7�#\R"

#\" 4������	 5�5� 4�� ������		� ����� ���
 !����� NN-��" ���" �
�	" Q #SSS" Q q" 7#�
kR" Q l" ##$S�##7["

##" A������ 5�5�� 4������	 5�5� 4�� �����	� �	���		� ����� !����� NN-��" ���" �
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