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� ��������

�� ���������� �� ������������ �������� ����� ���!�� �	
������� �

��������
 ���������� � ����� �
 � �
�
��������� ��	
���� ���� �! ��"
	 �
#
�
�� 
������ $�#�%&� '�(��
��� )�)� �����
�*� �
 )�+� ,������� �
��������
	
���! ������ �� �����- �������	� ��
"��. ���������� ���� �! � ��	. �� ���
��
��#
�� �������� �������- z → 1

z � ��� ���	 �����
�
����"�� �
�
��������/ ��
 �
0
�	
�������/ ���1� �
 �	
������� �	
�"��- �
�
������� '��
�	��� ��������#
�� � ����� ���� �!� 2��
 �
3�- ��
 � 4 ��(� ��
�
	.�� ������� �
�
�������
�	� ���� �! ���������� � ����	.���� ��	. � �
 � ����� � �����	���  ������/

 �
��1 ��"� 
�
	��"�� � ����� � �����	���  ������ ���� �- � ����1���*
�
�
��������*�

'��
! f 4 ���������
 ���� �� � ��	
��� A = {z : r0 < |z| < R0}/ 0 � r0 < 1/
1 < R0 < +∞� +�(� w(r) 4 �	
��
/ ���
��
 � ��
��
 ���� �� �
 �����1��
[1, R0), w(1) = 1, w(R0 − 0) = r0/ 
 {bj} 4 ���	��������. ��	*��� ���� �- f � ��	
���
A/ �� ������� �
�� ����
"����5

Nw(r, f) =
∑

√
rw(r)<|bj |

log+ r

|bj | +
∑

|bj |�
√

rw(r)

log+ |bj|
w(r)

, 1 � r < R0.

6���
"�� "���� n(1)(t, f) 	�"	.�� ���� �* ��	*��� ���� �- f � ��	
���
{z : t � |z| < 1}, r0 < t < 1, 
 "���� n(2)(t, f) 4 	�"	.�� ���� �* ��	*���

�© ��������	
� ���� ����
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���� �- f � ��	
��� {z : 1 � |z| < t}, 1 � t < R0. 7���� T (r, f) ����
"
�����
�	
�"�� �
�
�������� '��
�	��� ����������- � ����� ���� �- f �

"������ �� ����- f . ���/�/�01� 02134�� 5 /67�8�� A = {z : r0 < |z| < R0}, {ai}
�� {bj} . �/87�9/51/8�� 127�5 � �/7:8�5 02134�; f 5 /67�8�� A< 5�9�/5�91/� �/9�

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

r∫
1

n(2)(t, 1/f)
t

dt−
r∫

1

n(2)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log r, 1 � r < R0,

(1)

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
r

n(1)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

r

n(1)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log r, r0 < r � 1,

(2)

9� k(ψ) = 1
2πi

∫
|z|=1

ψ′(z)
ψ(z)

dz, ψ(z) = f(z)

∏
|bj |=1

(z − bj)

∏
|ai|=1

(z − ai)
.

"������ #� =��/���� >�18�1� 97� 9/5�7?1/@/ 3�7?4�A� ����- f . ���/�/�01�
02134�� 5 /67�8�� A = {z : r0 < |z| < R0}. �/9�

Nw(r,
1
f

) −Nw(r, f) =
1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ +
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ−

− 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ, 1 � r < R0.

(3)

6���
"�� m(r, f) = 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ � ��!����

mw(r, f) = m(r, f) +m(w(r), f) − 2m(
√
rw(r), f), 1 � r < R0.

��������� �� B2134�:

Tw(r, f) = mw(r, f) +Nw(r, f), 1 � r < R0,

1�C�5������/ w
����3����8��3/: 02134�; f �
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"������ $� ����- f . 1� 9/��51:D �/�/E1/ 8��7�- ���/�/�01�- 5 /67�8�� A
02134�;� �/9�

Tw(r, f) =
1
π

2π∫
0

Nw

(
r,

1
f − eiϕ

)
dϕ, 1 � r < R0.

"������ %� ����- 02134�� f ���/�/�01� 5 /67�8�� A� �/9� ;; w
����3����8��3�
Tw(r, f) 1�5�9FD�1�< 1������51�< 1�8��91� 1� [1, R0), Tw(1, f) = 0� ���� �/@/< �3G/
f . 1� 9/��51:D �/�/E1/ 127:< �/ Tw(r, f) = Tw(r, 1/f)�

"������ &� ����- f . �1�7���H1� 5 /67�8�� {z : 0 < |z| < R0} 02134�� C /6��

E�1/: ����3����8��3/: Tw(r, f)� �/9� f ��/9/5E2D�?8� 9/ ���/�/�01/; 5 3�2C�
{z : |z| < R0} 02134�; C /6��E�1/: 1�5�17�11�58?3/: ����3����8��3/: T (r, f)�

#� '�(��!)�! ����*)���� �� ����� �����

+��� ,� =I!JKA ����- f . �1�7���H1� 5 A = {z : 1/R0 < |z| < R0}, 1 < R0 � ∞,
02134�� 6�C 127�5� �/9� 97� 629?
�3/@/ C��31�1/@/ L7��2 γ 5 A ��3/@/< G/ ��/�/

9��? H���C �/H32 z0 = 1< �812D k ∈ Z< G/ 97� 02134�; g(z) = z−kf(z) 5�3/12D�?8�∫

γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

'
���
���/ ��
�	.�
 �
�
	.��3
 	��
�

+��� -� ����- f . �1�7���H1� 5 A = {z : r0 < |z| < R0}< 0 � r0 < 1<
1 < R0 < +∞< 02134�� 6�C 127�5� �/9� 97� 629?
�3/@/ C��31�1/@/ L7��2 γ 5 A ��

3/@/< G/ ��/�/9��? H���C �/H32 z0 = 1< �812D k ∈ Z< G/ 97� 02134�; g(z) = z−kf(z)
5�3/12D�?8� ∫

γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

���������  �0- 	�� �������* ������*0 ��������� 	�� )/ ����	.� � ��������� 	�#
� ) ���� �� ����������
	
�. �����"����. ��	
��� 
�
	��"����� ���� �-/ 	3�
�
1	��/ (� ��	� {z : |z| = 1} 0 ������1��*  �0- ��	
����

$� '���*���� �������� ����� ���!��
��������� �����	
 �� 6���
"�� Ar = {z : 1 < |z| < r} � ����	����� �
�� ��
��5
�8 f(z) �= 0,∞, z ∈ Ār� 9��
 : �
�
���0 �����
��� �
���� k = k(f)/ (� � Ar

���
"��
 ������
"�
 ����
 logF (z)/ �� F (z) = z−kf(z)� ;��
���/ ���
! z0 = 1/ �
��
1
0�� logF (z0) ���
"���� 6�!����

logF (z) = logF (z0) +

z∫
z0

F ′(ζ)
F (ζ)

dζ,

�� ������
	 ��"�	*0�.�� �����1 3	���/ (� ��0���0 z0 � z � Ar�
<���	.� ���� �� log F (z)

z 4 
�
	��"�
 � ��	
��� Ār/ �� �
 �������* ��3�∫
|z|=r

logF (z)
z

dz −
∫

|z|=1

logF (z)
z

dz = 0.
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���	�*" ��!��� "
����/ ����1��

2π∫
0

log |F (reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |F (eiθ)|dθ = 0.

=���� ��	�
0 �������.

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ − 2πk log r = 0; (4)

>8 f(z) �
0 ��	� � �� �
0 ��	*��� � ��	
��� Ār� 6���
"��

ψ(z) =
f(z)∏

|ai|=1

(z − ai)
, ϕ(z) =

f(z)∏
ai∈Ār

(z − ai)

� �
�����0�� �����	� ?@8 �� ���� �- ϕ(z)� <���	.� ?$��/ A� �@&8

2π∫
0

log |eiθ − a|dθ = log+ |a|, a ∈ C, (5)

�� �	� ai ∈ Ār �
0��

2π∫
0

log |reiθ − ai|dθ =

2π∫
0

log |eiθ − ai

r
|dθ + 2π log r = log+

∣∣∣ai

r

∣∣∣ + 2π log r = 2π log r,


 �
��1
2π∫
0

log |eiθ − ai|dθ = 2π log |ai|.

� ����	.�
�� ����1��

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ − 2π
∑

ai∈Ār

log
r

|ai| − 2πk(ϕ) log r = 0. (6)

6���
"�� g(z) = ψ(z)
z − a / a ∈ C, |a| �= 1� B���

k(g) =
1

2πi

∫
|z|=1

g′(z)
g(z)

dz =
1

2πi

∫
|z|=1

ψ′(z)
ψ(z)

dz − 1
2πi

∫
|z|=1

dz

z − a
=

{
k(ψ) − 1, |a| < 1,
k(ψ), |a| > 1.
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=���� ��	�
0/ (� k(ϕ) = k(ψ)/ ����	.� ϕ(z) =
ψ(z)∏

1<|ai|�r

(z − ai)
. ��
����*" ��/

(�

∑
ai∈Ār

log
r

|ai| =

r∫
1

log
r

t
d(n(2)(t, 1/f) − n(2)(1, 1/f))dt+

∑
|ai|=1

log r =

r∫
1

n(2)(t, 1/f)
t

dt,

����1�� � �������� ?C8 �����	� ?�8D
�8 f(z) �
0 ��	� � ��	*� � ��	
��� Ār� E���	.�
� 0 ������ �
�	����� ��������.���

��
���/ � ��	��� �
 ��1	����. ����
1���� ���� �- f � ��	��� f = f0
1
f∞

/ �� f0 �

f∞ 4 ���������� � Ār ���� �- ��� ��	*���� )�
	���"�� ������.�� �����	
 ?>8�

+��� .� ����- f . �1�7���H1� 5 /67�8�� {z : 0 < |z| < R0} 02134��� M3G/
m(w(r), f) − 2m(

√
rw(r), f) � C, 1 < r1 � r < R0< �/ m(t, f) = O(log(1/t)), t→ 0.

���������� =����� �
�� �
���� ������- x = log
1

w(r)
. ��
����*" ������ �������#

����. ���� �- w(r)/ �
0�� 0 < x1 = log
1

w(r1)
� x < ∞� B��� w(r) = e−x� <�1�/

m(w(r), f) = m(e−x, f) := λ(x). F��� �� λ(x) 4 ����	
/ ���� � ��1��! ��" � �����#
�
	� x1 < x < ∞ ����0 ��
���������� ������
 λ′+(x)/ ��"���  � ������
 �����
0
�
 �
��
"����� ������
	� ?$�@/ �� >G/ G�&8� 2�1	�� �
�� �
��
��5

8 λ′+(x) � 0, x1 < x < ∞. B��� λ(x) 4 �� �����
0/ ���� λ(x) � C0/ ����� ���
!��
��	�
0 �����1���� 	��D
�8 ����0 ��"�
 x∗ > x1 �
�
/ (� λ′+(x∗) > 0. <���	.� λ′+(x) �����
0/ �� λ′+(x) > 0
�	� ���� x � x∗. B��� ���� �� λ(x) �����
0 �
 ������
	� x∗ � x < ∞. ��
����*"
 �/ � ���� 	�� ����1��

m(w(r), f) � 2m(
√
rw(r), f) + C � 2m(

√
w(r), f) + C, r∗ � r < R0.

H� �����
	����� �
��! ����������

λ(x) � 2λ(x/2) + C, x∗ � x <∞.

= ��	��� �
 �����
��� ���� �- λ/ ��	�
0/ (� λ(x) = O(x), x→ ∞.

��������� �����	
 � +�(� rw(r) < 1/ �� �
0��

Nw(r, f) =
∑

1�|bj |�r

log
r

|bj | +
∑

√
rw(r)�|bj |<1

log
r

|bj| +
∑

w(r)�|bj|<
√

rw(r)

log
|bj |
w(r)

=

=

r∫
1

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1∫
√

rw(r)

log
r

t
dn(1)(t, f) −

√
rw(r)∫

w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r∫
1

n(2)(t, f)
t

dt+

1∫
w(r)

n(1)(t, f)
t

dt− 2

1∫
√

rw(r)

n(1)(t, f)
t

dt.

(7)
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���������*" �����	 ?�8 � ?>8/ ��1��� �
��
� �
�� ��������

1
2π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ − 1

2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
√

rw(r)

n(2)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

√
rw(r)

n(2)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log
√
rw(r),

(8)

1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
w(r)

n(1)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

w(r)

n(1)(t, f)
t

dt+ k(ψ) logw(r).

(9)

���
�3 �������� ?�8 �
 ?I8 � ������3 ���  �0- ��� �����0�� �������. ?G8/ � ��	���
�
 �����	� ?�8/ ����1�� �����1���� �������
� ��
���/ ��	 rw(r) � 1/ �� �����0��

Nw(r, f) =
∑

1�|bj |<
√

rw(r)

log
|bj|
w(r)

+
∑

√
rw(r)�|bj |<r

log
r

|bj | +
∑

w(r)�|bj|<1

log
|bj|
w(r)

=

=

√
rw(r)∫
1

log
t

w(r)
dn(2)(t, f) +

r∫
√

rw(r)

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1∫
w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r∫
1

n(2)(t, f)
t

dt+

1∫
w(r)

n(1)(t, f)
t

dt− 2

√
rw(r)∫
1

n(2)(t, f)
t

dt.

(10)
=
������
�3 �����	 ?�8 �
 ?>8 �������/ �� � ��������.��� ��
���/ � ��	��� �

�������. ?�%8/ ����1�� �����	� ?�8�

��������� �����	
 �� ���������  �0- ������ ������� �� ��������� �	
�"��- ���#
��� �
��
�
� =
�����0�� �����	� J�����
 ?�8 �� ���� �- f(z) − eiϕ� <���1��

cNw

(
r,

1
f − eiϕ

)
−Nw(r, f) =

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ) − eiϕ|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ) − eiϕ|dθ − 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ) − eiϕ|dθ, 1 � r < R0. (11)

6���������0�� �������. ?��8 �
 ������* ϕ ��� 0 �� 2π� ������
��� ������ F�����/

 �
��1 �������� ?�8/ �
���3�0 ��������� �������
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��������� �����	
 �� +�(� rw(r) < 1/ �� � ?�8 �����0��/ (� ���� �� Nw(r, f)
���������
 �
 [1, R0), Nw(1, f) = 0. K- ��
���������� ������
 �������� log r

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − rw′(r)

w(r)
n(1)(w(r), f) +

(
1 +

rw′(r)
w(r)

)
n(1)(

√
rw(r), f) =

= n(2)(r, f) + n(1)(
√
rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) − n(1)(

√
rw(r), f)) � 0.

<���	.� w′(r) < 0, Nw(1, f) = 0/ �� ���� �� Nw(r, f) 4 ������0��
/ ����
��
� �
��
���/ ��	 rw(r) � 1/ � ��	��� �
 �������. ?�%8/ �
0��

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − n(2)(

√
rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) + n(2)(

√
rw(r), f)) � 0.

<�1�/ � ���� ��
��
� ���� �� Nw(r, f) ���������
/ ������0��
/ ����
��
� E������.
Tw(r, f) = Tw(r, 1/f) 0 ���
!�� �
�	����� ������ >�

��������� �����	
 �� = ���� ������ ��	�
0/ (� m(w(r), f)− 2m(
√
rw(r), f) ≤

≤ const� '
 �����
�� 	�� L �
0�� m(t, f) = O(log(1/t)), t → 0. B��� � �������� ?>8
����1�0��

1∫
t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ =
1
2π

2π∫
0

log |f(teiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ + k(ψ) log
1
t

�

� m(t, f) + k(ψ) log
1
t
− 1

2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ � C log(1/t), t→ 0.

=���� ����� �������/ (� ���� �� f(z) � ������� ���	� ��"� z = 0 �
0 ����"����
��	.����. ��	��� ;��
���/ � ����	�1���� ��
���/ ��(� � ����
"�� p = [C]/ ��
����1��

1∫
t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ �
|ap+1|∫

t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ � (p+ 1) log
|ap+1|
t

=

= (p+ 1) log |ap+1| + (p+ 1 − C) log
1
t

+ C log
1
t
> C log

1
t
, t→ 0,

�� {aj} 4 ���	��������. ��	�� ���� �- f � ��	
��� {z : 0 < |z| < 1}/ ����������
��
� ������� ��
�
��� ����	��� <�1�/ ����0 �
�� t0/ (� m(t, f) � C log 1

t , 0 < t � t0 �
f(z) �� �
0 ��	�� � ��	
��� {z : 0 < |z| � t0}� E���	����� ���� �* h(ξ) = f(ξt0/2),
0 < |ξ| � 2. �	�  �0- ���� �-

m(ρ, h)=
1
2π

2π∫
0

log+ |h(ρeiθ)|dθ=
1
2π

2π∫
0

log+ |f(
t0ρ

2
eiθ)|dθ= O

(
log

2
t0ρ

)
= O

(
log

1
ρ

)
,

�� ρ→ 0.
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9��
 : �
�
���0 �����
��� �
����m ∈ Z/ (� � ��	
��� {ξ : 0 < |ξ| < 2} ���
"��

������
"�
 ����
 logG(ξ)/ �� G(ξ) = ξ−mh(ξ)� E���	����� ��������� � ��� 9��
�


logG(ξ) =
∑
k∈Z

ckξ
k.

'��
! ξ = ρeiθ, 0 < ρ < 2. B���

log |G(ξ)| =
∑
k∈Z

Re(ckξk) =
1
2

∑
k∈Z

(ckξk + c̄kξ̄
k) =

=
1
2

∑
k∈Z

(ckρk + c̄−kρ
−k)eikθ ,

1
2
(ckρk + c̄−kρ

−k) =
1
2π

2π∫
0

log |G(ρeiθ)|e−ikθdθ, k ∈ Z.

<���	.� h(ξ) ���
0 �� ��	��/ �� ��	*���/ �� � �����	 ?>8 � � ��������

log x = log+ x− log+ 1
x
, x > 0,

����1�0��

1
2π

2π∫
0

log+

∣∣∣∣ 1h (ρeiθ)
∣∣∣∣ dθ = O(log

1
ρ
), ρ→ 0.

��
����*"  * �������./ �
0��

|ckρk + c̄−kρ
−k| � 2

1
2π

2π∫
0

| log |G(ρeiθ)||dθ � 2(
1
2π

2π∫
0

| log |h(ρeiθ)||dθ + |m|| log ρ|) =

= 2(
1
2π

2π∫
0

log+ |h(ρeiθ)|dθ +
1
2π

2π∫
0

log+ | 1
h

(ρeiθ)|dθ + |m|| log ρ|) = O(log
1
ρ
), ρ→ 0.

=���� ck = 0/ k < 0� <�1�/ ���� �� logG(ξ) 
�
	��"�
 � ��	
��� {ξ : 0 � |ξ| < 2}/
����� ��	�
0/ (� � ���	� ��"� z = 0 ���� �� f(z) ������
0 ����
1����
f(z) = zmq(z),m ∈ Z, �� ���� �� q(z) 
�
	��"�
 � ���	� ��"� z = 0, q(0) �= 0�
+�(� m � 0/ �� � ����1������ �
�
������� Tw(r, f) ���
!�� ��	�
0/ (� f 4

�
	��"�
 � ��	
��� {z : |z| < R0} ���� �� � ����1���* �
�
��������* T (r, f)�
� ��
���/ ��	 m < 0/ �
0��

Tw(r, f) =
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ =
1
2π

2π∫
0

log |q(w(r)eiθ)|dθ − 1
π

2π∫
0

log |q(
√
rw(r)eiθ)|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ +m log r � C, r → R0.



46< ���� �����	
���

=����/ ��
����*" ��/ (� w(r) → 0, r → R0/ 
 ���� �� q(z) 
�
	��"�
 � ���	�
��	�/ �����0��/ (� f 4 ���������
 � ��	
��� {z : |z| < R0} ���� �� � ����1���*
�
�
��������* T (r, f)�
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